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PUNCTAJ MAXIM: 100p Concurs 07/06/21
TIMP: 120 min

1 Algebra (30p)

Se d&d o matrice A € M5(R) cu determinantul 0 ce satisface ecuatia:

3 o (-2 =2
oo (2 2)

Totodatd, fie B € M>(R) o matrice cu proprietatea ca:

5 _
B:<_21
2

Se cer rezolvari complete pentru urmatoarele:
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* (a) Explicati de ce matricea B (nu) este o solutie a ecuatiei date. [3p]
Acordarea punctajului:

- 2p Se calculeazd det(B) si se demonstreazd ca acesta este nenul.
— 1p Concluzie: B nu este o solutie a ecuatiei date.

* (b) Demonstrati ca exista cel putin o solutie pentru ecuatia datd in care toate elementele matricei A
vor fi egale. [7p]

Acordarea punctajului:

2p Senoteazd A = (Z Z) ,unde a € R.

- 2p Se calculeaza A2 si A3 si se introduc in ecuatia initiala.
2p Ecuatia se simplifica si ajunge la forma 2a® — 3a? + 1 = 0.

1/2 1/2
— Notd: O rezolvare care porneste de la una din solutii si o verifica va fi si ea punctatd complet.

— 1p Se géseste cel putin una dintre solutiile G 1) , respectiv (

1/2 1/2>‘

* (c) Calculati toate solutiile ecuatiei date. [20p]
Acordarea punctajului este relativa la acest subpunct, insd o modalitate de rezolvare ar putea fi:
- Se foloseste Hamilton-Cayley: A? — Tr(A)A + det(A)A = Os.
— Deoarece det(A) = 0, concluzionam cd A% = Tr(A)A.
- Calculdm A? = (A%) x A =Tr(A) x A2 = Tr?(A)A.

- Ne intoarcem la ecuatia initiald si ajungem la (Tr%(A) — 3Tr(A))A = (:; :g)

-2 =2

- Se formeaza ecuatia Tr®(A) — 3Tr?(A) + 4 = 0. Notdm deci t = Tr(A) si rezolvim ecuatia
3 —3t* +4 =0.
— Observim descompunerea (t — 2)(t + 1) = 0, de unde ludm pe rand cazurile:

- ﬁfcanlaunndurr«1v2@®-3Tr@n)A):crr<<‘2 ‘2>>.

-Tr(A)=t=2:
: ) -2 -2 . -2 -2
* Din (Tr*(A) — 3Tr(A)A = obtinem —2A4 =
-2 =2 -2 -2
. 1 1 .
% Concluzie: A = (1 1) solutie.
-Tr(A)=t=-1:
. ) -2 -2 . -2 -2
* Din (Tr*(A) — 3Tr(A))A = _9 _9 obtinem 44 = 9 _9
. (12 1)2 :
x Concluzie: A = (1/2 1/2> solutie.



2 Analiza 1 (30p)
Fie fr : Ry — R, k € N, o functie definita astfel:

N dacak =1
fe(x) = -1 daci k >2

Se cer rezolvari complete pentru urmatoarele:

* (a) Demonstraticd f;(1) este un numar natural. [5p]

Acordarea punctajului:

- 2p Sescrie f3(z) intr-o forma mai prietenoasa cu derivatele: fs(z) = ef2(®)n(@),
- 2p Se deriveazi functia si se obtine f}(z) = 2" (2 In(z) (In (z) + 1) + 2°~1).
- 1p Secalculeazad f5(1) =1 € N.
* (b) Fie (ay),>1 astfel incat ay = lin% fx(zx). Studiati convergenta sirul (a,). [9p]
- T—
Acordarea punctajului:
- 6p Se demonstreazd inductiv ca a; este 0 cand k este impar si 1 cand k este par. Atentie la
redactare!
— 3p Sirul este alcatuit din doua siruri monotone si marginite (constante chiar) ce alterneaza si
converg la valori diferite, deci este divergent.
* (c) Studiati monotonia functiei fx(z), presupunand cé k este impar. [16p]

Acordarea punctajului:

x

- 4p Se observa (si demonstreaza inductiv) faptul ca f,(z) = fr(z) (f,g_l(:r)ln(x) + f’“;(z))

- 1p Seinlocuieste f;_, pe baza definitiei anterioare:

fr—o(x fr—1(x
$00) = u6o) (@) (Fiateinto) + L2 ) ) 4 L2l
- 2p Pentru orice x si k, fi(z) > 0. Continudm demonstratia prin inductia f;,(z) > 0, oricare ar fi k
impar. Vom scapa deci de f;(z) din expresia anterioara. Continudm:

fr—1(@) (fh(w)ln(w) + f“(x)) In(z) + f‘f*Tl(:”) >0

T

— 1p Desfacem parantezele muncitoreste:
Ji—1(z)

Bl ) | fia)

Fe—1(2) fr_a(@)In* (z)

- 2p Stimca fx(z) > 0, fi(z) > 0siin®(z) > 0, deci prima parte se duce. Totodatd, z > 0, deci
inmultim totul prin z si ajungem la:

Si—1(2) fr—2(@)In(z) + fr-1(x) 2 0
- 1p fr(x) > 0, deci restrangem la f_s(z)In(x) +1 > 0, sau In((fr—1(z))) + 1 > 0. Ducem 1 in
cealaltd parte si scipam de logaritm: (fz_1(z)) > 1.
- 2p Continudm demonstratia prin inductia f,_;(z) > 1. Vom minora z* cétre L. Trebuie deci
sa justificim e“’%”“” > % Deci z¢lnz > —1. Impértim prin z¢ si acum trebuie si demonstrim ci
Inx + e > 0.

— 1p Derivam membrul sting si egalam cu 0 pentru a gasi punctele de extrem local, mai exact
xo = e~ °. Acesta va fi punctul de minim, asadar minoram cu e ¢ si vom obtine (in ultima inductie

pe care incercim si o dovedim) (e=¢)(e~¢)c > 1, care este o propozitie adevirata (fiind chiar
egale).

- 2p Asadar, f,_1(z) > 1, deci inductia f{(z) > 0 este adevirata. Concluzie: f, crescitoare!



3 Analiza 2 (30p)

Fie My, M> C R astfel incat f : M; — Rsig: My — R, unde My, M reprezintd domeniile maxime de definitie
ale functiilor f, respectiv g. Totodata, consideram functiile definite astfel:

tgdx T2 41
- : S L S
f(@) cosdz 9() /1 tt—t2+1

Se cer rezolvari complete pentru urmatoarele:

* (a) Demonstratica f(z + 27) = f(z),Voz € R. [2p]
Acordarea punctajului:
- 1p tg(z) =tg(z + 2m), deci tg°(z) = tg°(z + 2m).
- 1p cos(x) = cos(z + 27), deci cos®(x) = cos®(x + 27). Concluzie: f(z) = f(z + 27).
* (b) Fie F(x) o primitivi a functiei f astfel incat F(0) = 3-. Calculati F(3). [16p]
Acordarea punctajului:
- 2p F(z)= [ f(z)dz + ¢, unde ¢ € R, ¢ constanta.
— 10p Se calculeaza integrala; o modalitate corecta ar putea fi:
* Separam termenii astfel incat s ramanem cu o putere para la tangenta:

t
/ g;c s« tgta dx
cos3z

1
cos2z

2
t 1 t 1 2
/ 9z —1) dx= / ki — +1) dx
cos3x \ cos?zx cos3x \ cos*z  cos’x

* Scriem tgx drept 222 si introducem intre paranteze numitorul:

cosxT
. 1 2 1
sinx < - = + 7 dzx
cos®x  cosSx = costzx

x Facem inlocuirea u = cosx, deci du = —sinx dz:
1 2 1 1 2 1 1 2 1

— 1, deci integrala devine:

* Ne folosim de faptul ci tg?z =

b odu= o — et o = - +
ud  ub ot Tu?  5udS  3ud  Tcos"x  Heosbxr  3cosdx

- 2p Calculam constanta prin faptul cd F(0) =1 — 2 + 1 + ¢ = ;3 + ¢, decic = 0.

- 2p Calculam F(%) = % - % + % = 835,

* (¢) Calculati g(%). [12p]
Acordarea punctajului:
1
xr
* Observim ca numitorului 1i lipseste un —¢2 pentru a se restringe, asadar fortim o restrangere
oricum (addugind de la noi ¢2):

S | o241
= - dt= ———dt
9(@) /1 211 /1 (Z—1)2+

* Simplificam fortat prin ¢2:

- 10p Se ajunge la concluzia ca g(z) = arctg (z — 1). O modalitate de calcul:

* Facem inlocuirea u =t — %, decidu =1+ t% dt.
@) /”1 du = arctg(z - 1)
T) = u = arctg(x — —
g 0 u? +1 9 x
-2p =-— % = 1 (prin aducere la acelasi numitor sau prin realizarea faptului ca parametrul cerut
este ¢), deci g(HT\@) =arctg(l) = 7.

Se vor acorda 10p din oficiu.
Toate subiectele sunt obligatorii. Mult succes tuturor!
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