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o0t

La modul general, fie f(t,y) o functie continud pe domeniul
D = [a, b] x R. Daci f satisface o conditie Lipschitz pe D in variabila y,
atunci avem ecuatia diferentiala:

Vom discuta exclusiv despre ODE (Ordinary Differential Equations), fiind
cele mai simplu de solutionat numeric.

Care este solutia unei ecuatii diferentiale? ly

& f(ty)], @) =

Rezultatul este o functie!
Aceasta va avea o unica solutie pentru y(t), unde t € [a, b].
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Metoda lui Euler — intuitie geometrica (1) Metoda lui Euler — intuitie geometrica (2)

Tnainte s3 discutdm despre formalismul matematic al metodei, vreau s3 Dac3 din punctul de inceput Po(to, yo) ne deplasdm pe directia

dezvoltam o intuitie geometrica. tangentei cu un pas mic, h € R, o s3 aterizdm foarte aproape de un
punct care s-ar afla pe grafic.

Vrem s3 aflam forma unei curbe necunoscute care incepe dintr-un

punct Py si care satisface o ecuatie diferentiald ordinara. Notdm punctul in care am ajuns cu Pi(to + h, y1) si repetdm procesul.
Tn aceast3 situatie, ecuatia diferential3 poate fi vizut3 drept panta Colectdm deci punctele Py(to, yo0), Pi(to + h,y1) = Pi(t1,y1),
tangentei la graficul functiei in oricare punct al acesteia. Pa(t1 + h, y2) = Pa(t2, y2), s.a.m.d.
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Metoda lui Euler — intuitie geometricd (3) Metoda lui Euler — intuitie geometricd (4)
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Graficul unei functii generice Graficul unei functii generice cu punctul Py marcat
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Metoda lui Euler — intuitie geometrica (5) Metoda lui Euler — intuitie geometrica (6)

y y Ps
P>
1 1
Py Py
0.5 0.5
Po Po
t t
0.5 1 1.5 2 0.5 1 15 2
Graficul unei functii generice cu punctele Py si Py marcate Graficul unei functii generice cu punctele Py, ..., P; marcate
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Metoda lui Euler — forma analitica Metoda lui Euler — exemplu (1)

S3 considerdm urm3dtoarea ecuatie diferentiala:

Fie o ecuatie diferentiald ordinard, de forma % = f(t,y). Considerdm
acum progresia aritmetica (t, aleasa astfel incat tx = ty + kh, unde d) .

prog (tn)nen k= To ay _ y - sint, y(0) = 0.5
to, h € R sunt constante cunoscute. dt

. " < . Analitic, aceasta va avea ca solutie functia:
Metoda lui Euler presupune utilizarea urmdtoarei recurente: ’ ’

1 1 .
[y (tera) ~ () + h- Flto ()], Yk = 07— 1 y(t) = 5«ex;>{§(t—slnt-cc>st)}
Alternativ, dac3 notdm cu y, aproximarea lui y(tx), Yk = 0, n, formula de Numeric, urmdm yy1 = yk + h - f(t, yk), considerdnd h = 0.5:

recurentd devine: ,
Va1 = vk + b+ (yi - sin*t)

1 Lo k
:yk+§~yk-5|n to+ =

Vi1 :}/kJFh'f(tkv)/k)" Vk=0,n—1

2
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Metoda lui Euler — exemplu (2) Metoda lui Euler — exemplu (3)
y y
6 6
4 4
2 2
t 1 t
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Graficul analitic pentru functia y (pe care, numeric, nu il avem) Graficul analitic vs numeric pentru y
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Metoda lui Euler — exemplu (4) Metoda lui Euler — exemplu (5)
4
y
3

Cum ar arata exemplul daca am injumatati pasul?

2 Daca h — 0.25, atunci recurenta devine:

+1 in? (14
= — - Yk - sin —
Yk+1 Yk 4 Yk 0 4

t
1 2 3 4 5

Eroarea introdusa de metoda lui Euler cu h=0.5
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Metoda lui Euler — exemplu (6)

y

1 2 3 4 5

Graficul analitic vs numeric pentru y
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Metoda lui Euler — exemplu (

Eroarea devine mai mare decat 0.25 in:
o 3 iteratii pentru h=0.5;
o 8 iteratii pentru h = 0.25.
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Metode Runge-Kutta (2)

S3 disecam putin formula:

i
Yir1 =Y+ h b
i-1

@ Observdm cd, precum metoda lui Euler, depinde de aproximarea
anterioard, y;

o Utilizeazad un pas h de imbunatstire;

@ Depinde de ponderile , deci, daca ’l;l =1, atunci
discutdm de o medie ponderata = metoda consistents.
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Metode Runge-Kutta — Tabele Butcher

Pentru a simplifica notatiile utilizate Tn cadrul metodelor Runge-Kutta,
pentru o anumitd metodd, se construieste urmatorul tabel:

0
c2 az

C3 asy agz

Cu | Gu1 @uz .. Qup

bl b ... bua b,

Tabel Butcher (la modul general)
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Metoda lui Euler — exemplu (7)

4
y

t
1 2 3 4 5

Eroarea introdusa de metoda lui Euler cu h =0.5si h=0.25
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Metode Runge-Kutta (1)

S3 considerdm ecuatia diferentiald % = f(t,y) si progresia aritmetica
tx = to + kh. Cunoastem y(to), vrem y(tx).

Dac3d notdm cu yx = y(tx) aproximarea cdutatd, atunci, utilizand
metodele Runge-Kutta explicite, s-ar obtine formula:

n
}’k+1=}’k+hzbiwi , Vk=0,n—-1
i—1
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Metode Runge-Kutta (3)

n functie de ordinul metodei, valoarea . va varia.

Cum arata V;?
WYy = f(tk, y)

Vv, = f(thrCQh, }/k+h( \Ul))

V3 = f(tk+(:3h, Yk + h(as1 V1 + \Ug))

p—1
Wy =1 | tet b,y + b 2,0
j=1
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RK4 (1)

Cea mai cunoscuta si utilizatd metodd de tip Runge-Kutta este cea de
ordin 4, notatd prescurtat RK4 si definitd explicit, Vk = 0,n — 1, sub
forma:

h
Ykt+1 = Yk + g(wl +2W; 4 2W3 + ‘U4)

unde Wy, Wy W3 W, provin din:
Vi =tk yk)
h vy
Wy = f (et Dyt bt
2 i + 5 Yk + 2

h v,
vy =f 2 e+ b2
3 tk+2,}’k+ 2

v, = f(tk + h, vk + I‘l\U3)
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RK4 (2)

Alternativ, putem adopta scrierea tabelara:

0
1/2 | 1/2
12 0 1/2

10 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Tabel Butcher pentru RK4
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RK4 — intuitie geometricd (2)

y
25

15

0.5

t
025 05 075 1 125 15

2y—1

i — 2 dy _
Ecuatia y =t +05 & FF = =4
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RK4 — intuitie geometricd (4)

y
2.5
2
1.5
1
vy
0.5 /)
025 0.5 0.75 1 125 15

Ecuatia y = t2+0.5 < % = % alaturi de W,
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RK4 — intuitie geometricd (6)

Grafic, am pornit cu x = ty + g deci ne-am deplasat cu 2 unitati la

2
dreapta fatd de axa Ot.

—
Ca s3 pastram analogia vectoriald, ne vom deplasa pe directia lui W1 (nu
uitati cd W1 nu este de fapt un vector!).

Am obtinut pe slide-ul anterior o formula liniara pentru W, care depinde
de panta W;. S3 vedem grafic...
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RK4 — intuitie geometricd (1)

Sa construim o ecuatie diferentiald ordinara:

dy 2y—1
2

=t ) — =

y +05<:>dt :
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RK4 — intuitie geometricd (3)

Ca la Euler, pornim din Po(to, yo) si vrem s3 ajungem in Pi(to + h, y1).
Vom folosi o suma ponderata de directii, decisa de Wy,...,W,.

Putem vizualiza efortul vectorial!

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Solutionarea Ec. Diferentiale 23 mai 2023 (Lab. 12b) 28 /44

RK4 — intuitie geometricd (5)

Amintim formula analiticd pentru W;:

h v,
Wy =f(to+=, h—
2 <o+2,yo+ 2)

s « h - )
De nicdieri, notam | tg + 7= x|. Inlocuim:

\Ug:f(x, X‘U1+ - )

Ce am obtinut? O dreapta!
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RK4 — intuitie geometricd (7)

y
25
2
15
1 y
Yy~
0.5 /’ |
! h/2 |
| ‘ t

025 05 075 1 125 15

Calcularea lui W,
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RK4 — intuitie geometricd (8) RK4 — intuitie geometricd (9)

y
25
2
Acelasi rationament pentru W3:
15
h v
V3 =f <t0 Tt hf) = f(x, x¥2 + yo — toW2)
1
Observam acelasi fenomen, doar cd in functie de W5.
0.5
h | t

025 05 075 1 125 15

Calcularea lui V3.
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RK4 — intuitie geometricd (10) RK4 — intuitie geometricd (11)

y
25

Facem acelasi lucru si pentru Wy:

Wy = f(to+ h, yo + hV3) = f (x, x¥3 + yo — toWV3)

0.5

3
2,
‘ ‘ |
025 05 075 1 125 15

Calcularea lui Wy.
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RK4 — intuitie geometrica (12) RK4 — intuitie geometricd (13)
y
2.5
2
Wgn P1
Nu n ultimul radnd, tindnd cont de ponderile cu care se aduna acesti 15 !
"vectori”, obtinem urm3torul grafic: |
1 |
\U2% ! |
P ! ‘
05 0.~ ! ‘

feetl3y h3 /S
i S e ST
025 05 075 1 125 15

- R — — . . .
Insumarea vectorilor Wy, ..., W, pentru a se obtine pozitia lui P;.

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Solutionarea Ec. Diferentiale 23 mai 2023 (Lab. 12b) 37 /44

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Solutionarea Ec. Diferentiale 23 mai 2023 (Lab. 12b) 38 /44

RK4 — exemplu (1) RK4 — exemplu (2)

y

Sa ne amintim exemplul ecuatiei diferentiale:

d

d—}t/ =y-sin?t, y(0) =05

Considerand h = 0.5, vom calcula curba folosind algoritmul RK4 si il vom
compara cu metoda lui Euler cand h = 0.5, respectiv cand h = 0.25.

1 2 3 4 5

Curba calculat3 prin RK4 (h = 0.5) si comparata cu metoda lui Euler, atat pentru
h=0.5, cat si pentru h = 0.25.
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RK4 — exemplu (3) Alte metode RK

Pentru a va pregati de examen, aveti n vedere si alte metode RK:
Cea mai mare eroare (in valoare absoluta) nu depaseste 0.007! @ Euler poate fi privit ca o metoda RK;

@ Metode RK2 la modul general, sau metoda lui Heun si metoda
Avem deci eroare mult mai mica decat Euler! punctului de mijloc, doud particularizdri cunoscuta;

© Metoda RK3, propus3 de insusi Kutta.
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1
Toate resursele bibliografice de care aveti nevoie se gasesc in Mul;umesc frumos pentru acest semestru!

descrierea cu care a venit atasata aceasta prezentare. " " i
Va3 rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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