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Cuadraturi adaptive (1)

Am vazut data trecutd exemple de functii care ar beneficia de o integrare
cu mai multe puncte doar pe anumite subintervale.

Acest procedeu poartd denumirea de cuadratura adaptiva.
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Cuadraturi adaptive (3)

Amintim formula pentru Simpson 1/3:

approx(F, a, b, h) = g [f(a) +af (%) + f(b)]

Ideea cuadraturilor adaptive incepe cu calculul celor doud integrale de pe
subintervalele [a,a+ 4] si [a+ 4, b]:

h

ats h h
/ f(x) dx ~ lh = approx (f,a,a—}—f,f)
i 22

b
/ f(x) dx ~ b = approx <f,a+f b,ﬁ>
a

4

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Integrarea Numerics (2) 23 mai 2023 (Lab. 12a)

Cuadraturi adaptive (5)

Intr-o lume perfectd, fard erori, am obtine c3 aproximarea integralei pe tot
intervalul, /, este egald cu suma aproximadrilor de pe cele doud subintervale,
h si k. In lumea realsd...

Amintim eroarea introdus3 de Simpson 1/3 pe intreg intervalul [a, b]:

b B
/ f(x) dx = approx (f, a, b, h) — 131808h4 (e
a
h°
=/ - —. f(4) o
o0 ©
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Cuadraturi adaptive (2)

< v v s b .
S3 considerdm c3 vrem s3 calculdm [’ f(x) dx. Vom considera

suplimentar pasul de integrare h = 252,

Notdm generic approx o functie de aproximare a integralei, adica
b ) o .
approx & [ f(x) dx, care primeste urm3torii parametri:
e Functia pe care vrem s3 o integram, f;
o Capetele de integrare, a si b;
o Pasul de integrare, h.

Evident, approx poate fi metoda trapezelor, Simpson 1/3, Romberg etc.
F3r3 a pierde din generalitate, alegem Simpson 1/3.
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Cuadraturi adaptive (4)

Dacs ludm in calcul ¢§ a+ 4 = 252, atunci obtinem:

h = approx (f, a5
a+b h)

b2
2 772

a+b ﬁ)

b = approx (f,
Calculand pentru Simpson 1/3:
h h
h= 3 [f(a) +4f <a+ 5) +f(a+ h)}

h= g [f(a+h)+4f <a+%h> +f(b)]
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Cuadraturi adaptive (6)

Ne uitdm acum pentru suma subintervalelor:

b h h
/ f(x) dx = approx (f,a7 a;b,i) + approx <f.,ﬂ,b7 7)
a

2 2
b—a 4
2 (h
_2. 2 (Z) .f@4
2 180 <2> R
1 m
=4 ——.— . f®
1+ h 16 90 ©)

Desi cele doud erori nu sunt neapdrat egale, vom simplifica rezultatul prin
a le considera macar apropiate. Atunci:

h° 1 M
_ L ey ~ _ - . . f@
! % ) ~=h+ b 6 90 ()
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adraturi adaptive (7)

Reordonand, obtinem:

h® 16
P @y 8
2 £9(8) 5 (I=h—h)

Un ultim pas — ne intoarcem in calculul integralei initiale:

b
= — (4)
/a f(X dX h+h 16 90 - f ({)

Avem deci eroarea:

£ =

b
1
/ ) o~y — | = 1 (1=~ )

a
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Cuadraturi Gaussiene — introducere (1)

Vrem s3 calculdm integrala:

1
Ly = /71 f(x)w(x) dx

Tn spiritul cuadraturilor, considerim o aproximare de forma:

nw(f) Zo‘kf Xk
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Cuadraturi Gaussiene — introducere (3)

S3 zicem nsd cd nu cunoastem f, ci numai evaludri ale sale, adicd
M = {(x, &) € R? |y = f(x), k =0, n}.

Ce facem? Interpolare Lagrange:

F(x) ~ Le(x) = Zyklk )|, unde f(x)= ] <X_*Xj>

- Xi — Xj
0<j<n
i#j
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Cuadraturi Gaussiene — introducere (5)

Prin identificare (¢ = 0), obtinem:

1
o :/ le(x)w(x) dx |, Yk =0.n
-1
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Cuadraturi adaptive — sinteza

Pe scurt, algoritmul se sintetizeazd astfel:

© Se aproximeaza integrala pe intreg intervalul, respectiv pe doud
subintervale egale:

=5 [7(a) +4 (458) + £(0)
I [f(a) +4f (a+ ) + f(a+ h)]
h=2¢[f(a+h) +4f(a+3“)+f(b)}

h
6
h
6

@ Se verificd dac3 eroarea € = 15(I — l — b) este acceptabil3 si se
repetd algoritmul pana suntem suficient de aproape.
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Cuadraturi Gaussiene — introducere (2)

Evident, eroarea este data de diferenta dintre cele doua:

[2nF) = 1(F) ~ TnlF) |

Fie p € P, un polinom de grad r € N. Dacd ¢,,,(p) = 0, atunci
aproximarea I ,(f) are gradul de valabilitate r in raport cu ponderea w.
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Cuadraturi Gaussiene — introducere (4)

Scriem acum I,(L¢) (integrala exact3):

1 1 n
L(Lf) = /lLf(X)w(X) dx = /1 (Z}’klk(x)> w(x) dx
- -1 \kZo

Scoatem suma n fata:

Lo(Lf) = ;no)’k </—11 Tk (x)w(x) dx)

Totodatd, aproximarea, 7"'w(Lf), ia forma:

Inw(Lf) = Zaka Xk) = Zak)’k
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Cuadraturi Gaussiene — grad de valabilitate (1)

Acceptdm, fara demonstratie, urmatorul rezultat:

Cuadratura gaussiand a lui M = {(xk, yx) € R? | yx = f(x«), k =0, n} are
gradul de valabilitate egal cu n + m dacd si numai daca se utilizeazs o
tehnica de interpolare si se respectd egalitatea:

-/;1 (ﬁ(x — xk)> p(x)w(x)dx =0, Vp € Pp_q

1 \k=0

Dac3 notdm W,,1(x) = [Tx_o(x — x«), ecuatia anterioar3 se scrie:

[1 W1 (x)p(x)(x) dx = 0|, Vp € Py
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Cuadraturi Gaussiene — grad de valabilitate (2) Cuadraturi Gaussiene — grad de valabilitate (3)

Cu ce seamana mult ecuatia anterioara? Corolar (grad maxim de valabilitate)
Se garanteaza faptul cd gradul maxim de valabilitate al unei aproximari de
Polinoame ortogonale! n+1 puncte (a functiei M = {(xk, yk) € R?|yx = f(xx), k = 0, n}, unde
n € N*) este 2n+ 1.

Polinoamele W, 1(x) si p(x) trebuie s3 fie deci ortogonale in raport cu o
functie pondere w, indiferent de alegerea polinomului p € Pp,_;.
Demonstratia (poate prin reducere la absurd) — tem4...
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Cuadraturi Gaussiene — puncte de evaluare (1) Cuadraturi Gaussiene — puncte de evaluare (2)

Toate bune si frumoase, dar cum alegem optim multimea

zem Concluziondm c3 polinomul monic W,1(x) poate fi scris drept un
M = {(xi &) € R2 |y = F(xi), k = 0,n}? .

multiplu al unui polinom ortogonal de grad n+ 1, sa zicem P, 1.

Vrem s fortdm: R&d3cinile lui Wpp1(x) si ale lui Poiq vor coincide!

1
/ W1 (x)p(x)w(x) dx = 0, Vp € P, Amintind ¢& W, 1(x) = [Ti_o(x — Xk), obtinem c3 trebuie s3 van3m:
-1

Echivalent, polinomul W, 1(x) de grad n+ 1 trebuie s3 fie ortogonal fatd Pai1(x) = 0|, Vk=0,n

de orice alt polinom de grad mai mic decét acesta (cel mult n)

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Integrarea Numerics (2) 23 mai 2023 (Lab. 12a)  19/29

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Integrarea Numeric3 (2) 23 mai 2023 (Lab. 12a)

Cuadraturi Gaussiene — domeniu de integrare Cuadraturi Gaussiene — sinteza (1)

A mai rdmas o ultim3 problem3 — noi calculdm integrala pe [—1,1].
Vrem s3 generalizam pentru [a, b] C R: . g
g P [a. 6] Pe scurt, algoritmul este urmatorul:

@ Se schimb3 capetele de integrare ([a, b] — [—1,1]):

I:l/abf(x)dx

b b 1
—a b—a)x+a+b
) -~ | = f(x)dx = f (b-ax+ath dx
Facem schimbarea de variabila: N 2 1 2
v 2x —a—b N (b—a)u+a+b odx— b — 2 @ Cunoscand polinoamele ortogonale cu care lucram, se calculeaza
T b—a - 2 o2 rddacinile polinomului Ppy1 - acestea vor reprezenta abscisele
X0, - - - s Xp. Din punct de vedere strict algoritmic, aceste valori sunt

Integrala devine:

/:Lbandx:b;a/if<ﬁjj¥;jiﬁ>du

adesea precalculate si retinute ca atare.
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Cuadraturi Gaussiene — sinteza (2) Cuadraturi Gaussiene — sinteza (3)
@ Se calculeazd apoi coeficientii g, .. ., o, utilizdnd formula:

1 o @ Nu in ultimul rand, se calculeaza integrala:
Q= / Ie(x)w(x) dx, Vk =0,n
J-1

_ 1 _
) / b a/ f<(b a)x+a+b> dx
Inlocuind cu definitia lui /x, se ajunge la formula: 2 Ja 2

b—ag (bfﬂn+a+b>
1 oy ~ akf<7
ak:/l(H X XJ)w(x)dx.szO,n 2 ;) 2

oo Xi T X
0<j<n
i#i

Aceste valori sunt de asemenea precalculate si utilizate ca atare.
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Cuadraturi Gauss-Legendre (1) Cuadraturi Gauss-Legendre (2)

| Al (n + 1)-lea polinom Legendre  Polinomul normalizat

n
0 1 1
1 » x
Pana la acest moment, am preferat o explicatie matematica cat mai 2 3(8a% = 1) ot~
generald posibil. 3 3(52° — 32) ot %o
4 ,%(351‘4 —302% +3) zt - #rz + %

Incepem ins3 s3 utilizim polinoamele Legendre normalizate.
Tabel pentru polinoamele Gauss-Legendre

Se simplificd formulele pentru a:

2

T AR PP
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Cuadraturi Gauss-Legendre (3)

n | Valorile absciselor (x;)  Valorile ponderilor individuale (a;)
0 0 2
L .
1 v
1 . . - . = ~
7 1 Toate resursele bibliografice de care aveti nevoie se gasesc in
Y p— P descrierea cu care a venit atasata aceasta prezentare.
3
Vs 9
8
2 0 =
9
5 5
5 9

Tabel pentru valorile lui xi, respectiv ay
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Multumesc frumos pentru atentie!

Va rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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