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Cuadraturi (1) Cuadraturi (2)

Definitie (Cuadraturd numerica)

Fie f : [x0, xn] C R = R o functie integrabild si continu3 pe intreg
intervalul de definitie.

Termenul de cuadratura (cvadratura sau chiar quadratura) este un

L . o Totodat3, fie multimea M = {(x, e R? |y, = f(x), k=0, n}, unde
termen istoric care face referire la procesul de calculare a unei arii. ! {03 1) | vk (). )

n € N* si x¢ < Xk+1, Yk < n, o multime de n+ 1 puncte distincte

- L = A . . . ordonate crescdtor, reprezentand evaludri ale functiei f.
In literatura numerica, prin cuadratura intelegem aria de sub graficul unei

functii — adicd integrala definita a unei functii. . ; .
' ' Dacd (wn)n € R este un sir de numere reale, aproximarea:

/Xn f(x)dx ~ Zwkf(xk)
X k=0

0

poartd denumirea de cuadratura numerica.
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Cuadraturi (3) Metoda dreptunghiurilor — introducere

De la interpolare, ne amintim:

@ Polinomul Lagrange care interpoleazd M:

n Ideea principald — aproximam aria de sub grafic cu dreptunghiuri.
Lx) =Y Lilx) - F(xi)
k=0 Cum putem alege dreptunghiurile?

@ Eroarea de interpolare: ] inél;imea din stanga / dreapta / mijloc;
Fn+1) n @ In3ltimea minim3 / maxim3.
Ll () TG

EL(X): ("+1)|

k=0

Care este eroarea integrarii numerice? La tabl...
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Metoda dreptunghiurilor — exemplu (1) Metoda dreptunghiurilor — exemplu (2)

6

Sa considerdm f(x) = e* — 1. Vrem s3 o integram pe domeniul [0, 2].
Analitic:
2 2 2
= X _ = |eX¥ — ~ 4.
/0 f(x)dxf-/0 e —1dx [e X}o 4.389 5

Numeric: ...

0.5 1 15 2
Graficul functiei f(x) = e¥ — 1 pe [0,2]
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Metoda dreptunghiurilor — exemplu (3) Metoda dreptunghiurilor — exemplu (4)

6 6

0.5 1 15 2 0.5 1 15 2

Graficul functiei f(x) = e¥ — 1 si integrarea la stanga pe [0,2] Graficul functiei f(x) = e* — 1 si integrarea la dreapta pe [0, 2]
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Metoda dreptunghiurilor — exemplu (5) Metoda dreptunghiurilor — exemplu (6)

i
Calculatda matematic, integrala ar fi fost egalad cu 4[02 X — 1dx = 4.389, iar
folosind aceste trei metode, se obtin urmadtoarele trei rezultate:

2 din stanga:  2.924
/ X —1ldx = < din dreapta: 6.119
7o din mijloc:  4.323

Observam cum eroarea cea mai bund se obtine in mijloc. Asadar, vom
studia in continuare numai acest caz de selectie al Tndltimii.

0.5 1 15 2

Graficul functiei f(x) = e¥ — 1 si integrarea din mijloc pe [0, 2]
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Metoda dreptunghiurilor — eroare Metoda trapezelor — introducere
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Fard a demonstra formula, consideram eroarea metodei: Schimbdm figura geometrica:
“(f) < Xp — X0 2. max {|f//(§)‘} Lot b= X1 — X Dreptunghiuri — Trapeze
24 £€[x0,%n]

Evident, dispar toate subcategoriile — existd un singur mod de a crea
Puteti sa o demonstrati ca temd... aceste trapeze.
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Metoda trapezelor — exemplu (1) Metoda trapezelor — exemplu (2)

;

S5 calculdm integrala pe [0,6] pentru f(x) = sin(x + 2) + /.
Analitic: 2
6 3 6
/ f(x) dx = [7 cos(x +2) + E\/73 ~ 9.527
Jo 0

Numeric: ...

1 2 3 4 5 6
Graficul functiei f(x) = sin(x + 2) + v/ pe [0, 6]
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Metoda trapezelor — exemplu (3) Metoda trapezelor — exemplu (4)

3
2
1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Graficul functiei f(x) = sin(x + 2) + v/ pe [0,6], alturi de integrarea utilizand Graficul functiei f(x) = sin(x + 2) + y/x pe [0,6], alturi de integrarea utilizand
un singur trapez (dous puncte) trei trapeze (patru puncte)
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Metoda trapezelor — exemplu (6)

Calculatd matematic, integrala ar fi fost egald cu
f06 sin(x + 2) + v/x dx = 9.527, iar folosind metoda trapezelor (compuse),
se obtin urmatoarele trei rezultate:

5 un trapez: 13.044
/ X — ldx = { trei trapeze: 9.104
7o sase trapeze: 9.359

Observam cum eroarea cea mai buna se obtine crescand numarul de
trapeze (puncte luate in considerare).

Pentru acest exemplu, am obtine o eroare mai micd decét 0.1 cu doar 9

Graficul functiei f(x) = sin(x +2) + v/ pe [0, 6], alSturi de integrarea utilizand trapeze, respectiv mai micd decat 0.01 cu 44.
sase trapeze (sapte puncte)
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Metoda trapezelor — eroare Thomas Simpson
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F3rd a demonstra formula, consideram eroarea metodei:

(. h) < 00 max {Ir@1}], cuh=xes1—x
X0,Xn,

Puteti sa o demonstrati ca temd...

Thomas Simpson (1710 — 1761)
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Metodele Simpson Metoda Simpson 1/3 (1)

Incepem cu o singurs parabols.
Metoda dreptunghiurilor utilizeaza, la urma urmei, functii de grad 0 b
(constante) pentru a aproxima ariile. S3 zicem c& vrem s3 aproxim3m [ f(x) dx, unde f : [a, b] — R este o
functie integrabil si continua.
Metoda trapezelor utilizeazi la randul siu functii de grad 1 (segmente)
pentru a calcula ariile de sub grafic. Considerdm punctul de mijloc m = %b. Prin interpolarea Lagrange a
punctelor (a, f(a)), (m, f(m)) si (b, f(b)) am obtine:
Dac3 am folosi functii de grad 2 (parabole), am ajunge la metoda
i ' - —b) (x—a)(x—b) (x—a)x—m)
Simpson 1/3. L) = F(a) = mMx f (b
/ =@ me—n Mm—amn P06 m
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Metoda Simpson 1/3 (2) Metoda Simpson 1/3 (3)

Fie f : [x0, Xa] C R — R o functie integrabild si continud pe intreg
intervalul de definitie. Totodatd, fie multimea

M = {(xk, yk) € R?| yx = f(xx), k =0, n}, unde n € N* este par, o
multime de n+ 1 puncte distincte si echidistante ordonate crescator,
reprezentand evaludri ale functiei f.

Dar stim c3 f(x) = L(x), deci fab f(x) dx =~ fab L(x) dx.

Avem deci o modalitate simpld de a aproxima integrala:
b—a

- Dacd notdm cu h = =2 distanta intre oricare doud abscise xx si xk+1
/ F(x) dx ~ b g a [f(a) +af (a sz b) + f(b)] consecutive, obtinem urmatoarele doud formule:
a
xn h n/2
Formula anterioard functioneazad pentru o singurd parabold, insd poate fi f(x)dx ~ = [f(x2k_2) + 4f (xok_1) + f(XQk)]
generalizatd pentru mai multe subintervale. X 3 k=1
h n/2 n/2—-1
= 3 [F0a) 443 i) 2 3 ) + )
k=1 k=1
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Metoda Simpson 1/3 — exemplu (1) Metoda Simpson 1/3 — exemplu (2)

;

Vom exemplifica metoda folosind aceeasi functie, f(x) = sin(x + 2) + /x, )
tot pe intervalul [0, 6], iar apoi vom compara rezultatele cu ce obtinusem
anterior la trapeze.

1 2 3 4 5 6
Graficul functiei f(x) = sin(x + 2) + v/ pe [0, 6]
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Metoda Simpson 1/3 — exemplu (3) Metoda Simpson 1/3 — exemplu (4)

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Graficul functiei f(x) = sin(x + 2) + /x pe [0, 6], al3turi de integrarea prin Graficul functiei f(x) = sin(x + 2) + /x pe [0, 6], aldturi de integrarea prin
Simpson 1/3 cu o parabol3 (3 puncte) Simpson 1/3 cu doud parabole (5 puncte)
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Metoda Simpson 1/3 — exemplu (5) Metoda Simpson 1/3 — exemplu (6)

Observam rezultatele obtinute prin aceasta aproximare:

6 o parabol3: 7.441
/ sin(x + 2) 4+ v/x dx & < dou# parabole: 9.368
0 trei parabole:  9.444

Amintim rezultatul corect, 9.527, respectiv aproximarile obtinute prin
metoda trapezelor compuse:

6 un trapez: 13.044
‘ | 1] / sin(x 4+ 2) 4+ v/x dx & { trei trapeze:  9.104
1 2 3 4 5 6 7o sase trapeze: 9.359

Graficul functiei f(x) = sin(x + 2) + v/ pe [0, 6], al3turi de integrarea prin

= algoritmul converge mai rapid!
Simpson 1/3 cu trei parabole (7 puncte) & g P
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Metoda Simpson 1/3 — eroare Bonus — Metoda Simpson 3/8

Se poate merge si mai departe, trecand de la ecuatii de grad 2 la ecuatii
de grad 3. Nu insistdm, ns3 prezentdm pe scurt formula:

/X" f(x) dx =~ %h [f(xo) +3f(x1) + 3f(x2) + 2 (x3) + 3f(xa) + 3f(x5)

Vom trece in revistd, fara demonstratie, eroarea algoritmului: X0

+2f(x6) + - - - + 3f(xp—2) + 3f(xp—1) + f(xn)]

) = g ) = 0. < Mg e {11010

180 £€[x0,xn] 3h n—1 n/3—1
=3 [f(xo) +3 ;M f(xi) +2 2 f(xs;) + f(xn)]
i J=

Eroarea este si ea imbunatatita:
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Werner Romberg Metoda Romberg (1)

Metoda Romberg utilizeaza:
© Metoda trapezelor compuse pentru integrare;
@ Extrapolarea Richardson pentru imbuntatirea erorii.

Werner Romberg (1909 — 2003)
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Metoda Romberg (2) Metoda Romberg (3)

Vom defini cateva valori de forma \UJ,: €R,undei€0,n sije 0,i.
Considersm h; = (b — a). Atunci:
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@ Prin exceptie pentru i = j = 0:

Wg =h [f(a) + f(b)] © Ultimul pas — aplicarea extrapoldrii Richardson pentru i,j > 0:
La nivel logic, aceasta este metoda trapezului. : 1 o .
J . j_—l _ j.—]. . .
@ Pentruj=0sii>0: W,-——4j_1(41 W w2
21—1
o_ 140 .
WO = Wy Y a2k —1)hy) |, Vi > 1
k=1

Se poate demonstra (puteti ca temd) c3 aceasta este de fapt o
recurentd pentru metoda trapezelor compuse.
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Metoda Romberg — exemplu (1) Metoda Romberg — exemplu (2)

S& considerdm functia f : [-2,1.5] = R:

i~ ‘ 0 1 2
F)=x*+x*=3"+6
() = xT o =3 16.953125
Analitic: 1 18.627928 19186197
1.5 5 4 15
2 | 15969177 15.082926 14.809375
/ F(x) dx = [% + XT —x3+6x| = 14.800375
-2 _2

Tabel pentru W/ (rezultatul se afl3 in W3)
Numeric: ...
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ie!
Toate resursele bibliografice de care aveti nevoie se gasesc in Mull,:umesc frumos pentru atentie:

descrierea cu care a venit atasata aceasta prezentare. " " i
V3 rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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