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Matematic, ce intelegem prin derivare?
Pentru a putea gasi aproximdri numerice pertinente, vom introduce
Pentru o functie f : [a,b] = R, cu f € C!, avem: conceptul diferentelor finite.

@ Derivate — continue, matematice;

(x) = lim

, Vx € [a, b] o Diferente finite — discrete, ingineresti.
h—0 i i

f(x+ h) — f(x)
h
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Diferente finite (2) Derivata de ordin | — metoda simpl3 (1)

Fie f : [a,b] C R — R o functie continua. Suplimentar, consideram
constanta h € R, de obicei aleas3 astfel incat |h| — 0.

Cunoastem deja urmdtoarea aproximare fireasca:
Se definesc urmatoarele trei tipuri de diferente finite:

@ Diferenta finita inainte (diferenta directd): F(x) ~ f(x+h) - f(x) Vx € [a, b]
h ) )
[A4[F(x) = Fx+ h) = F(x)] ,
Scrisd cu ajutorul diferentelor finite, devine:
@ Diferenta finita inapoi (diferenta invers3):
An[f](x)
! ~
[VAlAG) = F() = Fx = h)] = Anlfl(x — h) Fod~ =3 |, ™xelabl
© Diferenta finita centrata: Ce facem daca nu stim f?7 Interpolam Lagrange punctele pe care le

cunoastem si aplicdm formula de mai sus!

‘5;,[f](x) =f <x + g) —f (x - 7> ‘ = Dppalf](x) + Vi2lfl(x)
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Derivata de ordin | — metoda simpl3 (2) Derivata de ordin | — metoda in 3 puncte (1)

Am plecat de la urm3toarea aproximare:

Ne asteptdm sa obtinem o eroare de aproximare a derivatei: f(x+h)— F(x)

f'(x) =~ - , Vx € [a, b]

e(x) = @h FO(h)|, ¥x € [a,b]

Dar dac3 facem trecerea h — —h? Obtinem o noud ecuatie:

Demonstratia la tabla... (x)—f(x—h)

f'(x) ~ f 5 , Vx € [a, b]
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Derivata de ordin | — metoda in 3 puncte (2) Derivata de ordin | — metoda in 3 puncte (3)

Insum3m ecuatiile si obtinem:

, F(x + h) — f(x — h) . F(x+ h) — fx—h) Ne asteptdm s3 obtinem o eroare de aproximare a derivatei:
' (x)mw ————————— = | (X)) ———————
h 2h ()
— X
) o i - e(x) = ——=—2h+ O(h")|, Vx € [a, b]
Echivalent, prin scrierea cu diferente finite: 6
_ Sanlfl(x) Demonstratia la tabla...

() = 20
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Extrapolarea (1) Extrapolarea (2)

There are two vy,
of people in

y
-

7) Those wh

Prin extrapolare se intelege actiunea de a estima o informatie initial
necunoscuta in baza altor informatii deja cunoscute.
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Extrapolarea Richardson (1)

Extrapolarea Richardson este o metodd de a imbun3tati o solutie fara a
cunoaste informatii suplimentare.

Poate fi gandita drept un "black box”.

Lewis Fry Richardson (1881-1953)
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Extrapolarea Richardson (2) Extrapolarea Richardson (3)

Cunoastem W* = W(h) + Koh* 4+ Kih™ 4 Kah™2 + .. .; echivalent, putem

. . y Xo.
Avem o valoare exactd, V* € R, pe care vrem s3 o aproximam. renunta la termenii de dupd Koh™:

« By A
Vom nota aproximatia noastr3 cu W(h), unde ¥ : R — R. “U =V(h) + Koh™ + O(h 1)‘
. h
Garantat, se poate face scrierea: Dar daca facem trecerea h — T unde t e o constanta?
W = W(h) + Koh™ + Kih™M + Koh™ + ... b Y o
V=W (2) + K (= h
=W(h) + ) Kb <t>+ °<t> ot
>0

Rearanjam putin termenii:

Unde consideram constante valorile K; si \;, Vi € N, cu proprietatea cd
Ai i1 1 1 j « h 0

hti > hAi+t (vrem s conveargd seria). oyt — oy <?> T Koh + t'\“O(hAI)
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Extrapolarea Richardson (4) Extrapolarea Richardson (5)

Scadem ecuatiile:

our — Yt = oy <ﬁ> —W(h) + O(h™) Am trecut de la O(h*) la O(h™), ceea ce este impresionant pentru c3 am
t plecat de la ipoteza ci h*o > h'1!
Echivalent, dupa rearanjare, obtinem:
Ne-a interesat cine e V*? NU, de aceea putem considera metoda

oy (%) —W(h) N un "black box” foarte elegant!
N S S A

*

Avem deci o aproximare mai buna!
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Extrapolarea Richardson (6) Extrapolarea Richardson + derivarea numerica (1)

Amintim urmdtoarea formuld ce a apdrut in demonstratia derivarii

Avand n vedere ultima formuld ntélnita, putem simplifica si mai mult numerice folosind metoda celor trei puncte:

calculele si intuitia prin urmatoarea formula de recurenta:

Fxeh) —fx—h) ), O,

A1y (B) — i g (h f'(x) = . ‘, Vx eR
wi(h) = &(t) 10| i e e 2h 3 5i
thi-1 —1
Identificdm urmatoarele:
In acest context, aproximirile vor fi de ordinul: o U* = f/(x);
W= W)+ O(h) o wo() = LI,
fB)(x)

o Surplusul ———=>h% + O(h*).

3!
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Extrapolarea Richardson + derivarea numeric3 (2) Extrapolarea Richardson + derivarea numerica (3)

Putem aplica direct recurenta considerand t = \g = 2, dar preferam sa

. Scddem si simplificam:
facem calculele mai natural. '

N h
Facem finlocuirea h — g si obtinem: 3V* =44, (§> — Wy(h) —30(h%)
(3) 2 . CWE e —
v = W, <g) _f 3(|X0) (g) — o Dac3d inlocuim W* si Wy cu formulele lor, obtinem:
8f B 4 f(x—h)—f(x+h)—8f (x -1
Echivalent, ne pregitim de scidere rearanjand: f(x) = (et 3) + flx )6h (- h) (x=2) +0(h*)
* h f(3)(><0) 2 4
avT=4vo (E) Y h” = 40(k) Sau, cu diferente finite: f/(x) ~ 89n[f10) — %2nlf1(x)

6h

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Derivarea Numericd 09 mai 2023 (Lab. 10)

Valentin-loan VINTILA Metode pentru Derivarea Numericd 09 mai 2023 (Lab. 10)

Derivata de ordin I Diferente finite de ordin superior

Fie f : [a,b] C R — R o functie de clasi C"~1. Suplimentar, considerim
constanta h € R, de obicei aleas3 astfel incat |h| — 0.

Se definesc urmatoarele trei tipuri de diferente finite de ordin n:

< < ) . @ Diferenta finita nainte:
Se poate demonstra usor urmatoarea formuld de aproximare a derivatei de

ordin It xR 2f() + F(x—h) ARIAG) = 8y [A771A] (x) = ;)(—1)” G- x4 kh)

F(x) 5 +0(h)

Demonstratia la tabls... © Diferenta finita inapoi:

ARG = Va [V A) (x) = D(~1)* - CF - Flx — kh)
k=0
© Diferenta finita centrata:

SRIF1x) = o [5711F]] () = Zn:(fl)k Gk f (x+ (5 - k) h)
k=0
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Pentru a calcula o derivat3 de orice ordin, se pot utiliza formulele:

AP[F](x
7h[,,n]( e
Toate resursele bibliografice de care aveti nevoie se gasesc n
dnf i descrierea cu care a venit atasata aceasta prezentare.
G0 = VA0 o) e fa.

hF1(x)
S O
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Multumesc frumos pentru atentie!

V3 rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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