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Despre acest capitol

Acest capitol este:
o Dificil — nu 1l veti intelege doar din laborator;
@ Lung - trateaza multe subiecte;

o Teoretic — nu o s3 aplicdm practic nimic (la laborator).

O sd va cer atentie maxima, fiind subiect de examen si subiect la
lucrarea de laborator!
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Interpolare vs aproximare (2)

De ce am prefera sa aproximam?

Pentru c3 uneori obtinem rezultate mai apropiate de realitate — de
exemplu, citirea intrarilor unui senzor.
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Interpolare vs aproximare (1)

Ce intelegem prin interpolare?

Procesul prin care incercam sa calculam functia f astfel incat
M = {(xt: yi) | f(x) = yi}, unde M este dat3.

Trecem deci prin punctele din M.
Ce intelegem prin aproximare?

Vom trece printre punctele din M.
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Regresie (1)

Tncepem simplu — dandu-se M, vrem s gisim o dreapta care s3
aproximeze cat mai bine functia f(x).
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Regresie (3)
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Regresie (4)

Pornim de la formula unei drepte:

Definim eroarea de aproximare prin:

n n

£(ap, a1) = Z [y,- - P1(><,-)}2 = Z [y,- — (a1x; + ao)]2

i=1 i=1

Evident, vrem s3 minimizam eroarea ¢.
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Regresie (6)

Putem s3 obtinem formule (oribile) pentru ag si a; acum.

(3) (37) () (5
(322) - (34)

(57)- ()

ao =

a =
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Polinoame ortogonale (1)

Definitie (functie pondere)

Fie w: D C R — (0, +00) o functie oarecare. Atunci cand este folosits
aldturi de o suma3, serie sau integrald, functia w poartd denumirea de
functie pondere.

. 2 .
De exemplu, functia w(x) = exp {TX} va accentua elementele apropiate
de 0 si aproape le va ignora pe celalte.
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Polinoame ortogonale (3)

De unde provin aceste polinoame ortogonale?

Din ecuatii diferentiale de forma:

d>*f df
— L(x)— f=

QU S5 (x) + L) G +AF =0

Tocmai pentru cd sunt greu de inventat astfel de polinoame, se utilizeaza
familii de polinoame predefinite, precum Cebasev, Legendre etc.
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Regresie (5)

Ce inseamna sa minimizam o functie?

Derivatele partiale trebuie sa fie nule:

Oe —0
0730(807 a;) = N {—2 >y (y,- — a1xi — ao)
o (a0,a1) =0 —2Y L (vi—axi—a0) xi =0

day

Separand termenii, obtinem urm3toarele doud ecuatii pe care le vom
considera fundamentale:

aon+ a1 )iy Xi =2y
oYt} =X
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Regresie (7)

Ce facem daca vrem sa folosim polinoame mai complexe decat
dreptele?

Schimbam metoda de aproximare, intrucat lucrurile devin foarte
complicate foarte repede!
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Polinoame ortogonale (2)

Definitie (polinoame ortogonale — cazul continuu)

Fie {fo,...,fa| fi : [a,b] CR — R, Vk =0, n} o multime de n+ 1 functii,
unde n € N*. Spunem ca functiile din multime sunt ortogonale intre ele
in raport cu o functie pondere w : [a, b] — R daca:

0, dacdi#j

aj, dacdai=j

b
(i, = [ 06)- 00) - wlx) ok = {

unde oy, . .., ap € (0,+00). Suplimentar, dac3 ayx = 1, Yk = 0, n, atunci
functiile se considerd ortonormate fintre ele.

Valentin-loan VINTILA Metode de Aproximare 02 mai 2023 (Lab. 9)

Polinoame ortogonale (3)

De unde provin aceste familii consacrate? Acceptam, fard
demonstratie Tnsd, urmdtoarea recurenta:

P,l(X) =0
Po(X) =1
Pk+1(X):(X*(J(k)Pk(X)fﬁkPk,l(X), kZO

unde prin ay, Yk > 0, se intelege:

b
oy = DB P _ fabx”f(X)-w(x) | e
(P Py [P P2(x) - w(x) dx
respectiv, prin B, Yk > 1, se intelege:
b
B, = (P, Pi)y,  fy PA(x) - w(x)dx et

© (Pre1, Pect), f: PZ_1(x) - w(x) dx |
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Pafnuty Chebyshev (Cebésev) Polinoame ortogonale — Cebasev (1)

Alegem [a, b] = [~1, 1] si w(x) = ﬁ Atunci:
! 1
<T,-, 7j,>w = /71 Ti(x) - Tj(x) - \/ﬁ dx
Conform recurentei, obtinem:
To(x) =1
Ti(x) =x

Tk+1(X) = 2XTk(X) - kal(X)

Alternativ, putem privi:

Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894) | Talx) = cos (narccos x)|
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Polinoame ortogonale — Cebasev (2) Polinoame ortogonale — Cebasev (3)

Primele citeva polinoame Cebésev sunt: o X
Dacd am face produsul, am obtine:

To(x)=1

Ti(x) = x o 7
Ta(x) =2x2— 1 (T Tp) = 7; e
Ta(x) = 4x3 - 3x 2’ mI70
Ta(x) = 8x* — 8x* + 5x Ce ne incurca? (To, To) = 7 e caz particular.
Ts(x) = 16x° — 20x> + 5x

Cum reparam? Modificim polinoamele Cebasev astfel incat (To, To) = §
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Polinoame ortogonale — Cebasev (4) Adrien-Marie Legendre

Primele cateva polinoame Cebasev modificate sunt:

To() =

Ti(x) = x

Ta(x) =2x2 -1

Ta(x) = 4x3 — 3x

Ta(x) = 8x* — 8x2 + 5x
Ts(x) = 16x° — 20x> + 5x

Am obtinut asadar -
2 Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
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Polinoame ortogonale — Legendre (1) Polinoame ortogonale — Legendre (2)

=[-1,1]siw =1 i
Alegem [a, b] = [-1,1] 5l w(x) = 1. Atunci Alternativ, putem s3 utilizam:

@ Formula lui Rodrigues:

1
<L,‘, Lj>w = [1 L[(X) . Lj(X) dx

Lo(x) = —— . i[(xz _ 1)"]
Conform recurentei, obtinem: 2nnl dx”
@ Formula cu sume de combinari:
Lo(X) =1 1 n
= k)2 —k k
Li(x) =x okt 1 B Ln(x):EZ(C,,) (x—1)""(x+1)
Lis1(x) = mek(x) — mLk,l(x) k=0
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Polinoame ortogonale — Legendre (3) Polinoame ortogonale — trigonometrice Fourier (1)

Primele cateva polinoame Legendre sunt:

Lo(x)=1 Alegem [a, b] = [0, 27] si w(x) = 1. Atunci:
Li(x) = x »
() = L2 - 1) () = [ u)- ) o
L3(x) = %(5)(3 — 3x) Definim polinoamele ortogonale trigonometrice simplu:
1
La(x) = §(35x4 —30x% +3) 1, n=0
1 up = qsin(kx), n=2k+1,keN|, VneN
Ls(x) = 2 (63x° = 70x® +1
5(x) ) (63x 0x + 15x) cos(kx), n=2k, k€ N*

2

Produsul scalar este | (L;, L) = pr
1
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Polinoame ortogonale — trigonometrice Fourier (2) Polinoame ortogonale — trigonometrice Fourier (3)

Dacd am face produsul, am obtine: Definim polinoamele ortogonale trigonometrice modificate:

0, i#J 1
. —, n=20
(u,ujy=q2m, i=j=0 _ V2 Vne N
7, i=j#0 Un = sin(kx), n=2k+1,keN| he
cos(kx), n =2k, k e N*

Ce ne ncurca? (up, up) = 2 e caz particular.

Am obtinut asadar |{

Cum reparam? Modificsm polinoamele Cebésev astfel incat (ug, up) = 7
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oximarea continud in sensul CMMP (1)

Prin aproximarea in sensul celor mai mici p3trate a unei functii f € L2
ntelegem cautarea unui polinom p, € P, de grad n € N, denumit cel mai
bun aproximant in sensul CMMP, care satisface urm3toarea egalitate:

Definitie (norm3)

f— , = min ||f —r,
Consideram functia pondere w(x). Asemdnator normei de la vectori, [1F = Pall. mEP, I ollo

definim, pentru f : (a, b) — R, norma:

De unde provine denumirea de CMMP?

[ b
[Iflle = V(f. ) |= / 2(x) - w(x) dx Denumirea provine din cazul particular in care w(x) = 1, situatie care
a

presupune de fapt minimizarea erorii:

e=||f —pnll = /ab {f(x)fp,,(x)rdx
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Aproximarea continud in sensul CMMP (2) Aproximarea continud in sensul CMMP (3)

Teoremd (legdtura cu polinoamele ortogonale)

Polinomul p, € P,, n € N, se considera cel mai bun aproximant al functiei
f (||f]] < oo) dacad si numai daca respecta urmatoarea egalitate pentru

orice polinom g € P;: De unde putem obtine baza ortogonala U?

(F—pma)=0], VgeP o Gram-Schmidt — acelasi algoritm ca la QR, doar cd in loc de vectori,
ik ’ " utilizim polinoame;

@ Bazele cunoscute — nu degeaba am discutat toate bazele
Fie U= {u1, ua,...,up} o bazi ortogonal3 a subspatiului P,. Tn acest polinomiale ortogonale (Cebasev, trigonometrice etc.).
context, avem certitudinea c3 polinomul p,(x) poate fi scris sub forma
unor proiectii ale lui f pe polinoamele din subspatiul U, adica:
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Aproximarea continua in sensul CMMP (4)

Aproximam CMMP folosind Cebasev modificat:

<fa T0> <f: T1> <f7 T,,>
pn(x) = To(x) + = T1(x)+---+ Ta(x
00 = gl 7o)+ e 1) e )
o . (f, Tk)
Simplificat, notdm oy = :
P “TITR

[Pn(x) = a0 To(x) + a1 Ta(x) + - + an Ta(x)]

Se pot gasi formule dedicate pentru oy:

2 [t 1 .
<ﬂm:;LJuynm~ﬁ?§w,wz,n

ap = —-
us
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Henri Padé

Henri Padé (1863-1953)
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Aproximari Padé (2)

(Bonus) — Ce artitificiu putem aplica? Schimbam variabila:
u_ X
X=— -~
120 YT T12x

Obtinem asadar:

14 2 1—2u+2u .
£ _ T—2u _ —(1—u)3
(x(w) Vit s, Vi-2utu (1)

Dezvoltarea in serie e acum realizabila:
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Aproximari Padé (4)

Cum ar putea arata polinoamele P si Qu?

Pi(x)  =po+pix+---+pxt
Qu(x) = qo+qux+ -+ qux"

Pr(x L
LX) , se poate mai simplu?

Qm(x)

Fiind folosit doar raportul

Pi(x) =po+pix+... pLXL
Qu(x) =1+qx+...qux™
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Aproximarea continud in sensul CMMP (5)

Aproximdam CMMP folosind polinoame trigonometrice modificate:

<f7 up <f-~ ”1> <f~ un>u x
ol I P

N

uo(x) +

pa(x) =

Simplificat, notdm ay =

‘Pn(X) = aguo(x) + arur(x) + - + anun(X)‘

Se pot gasi formule dedicate pentru oy:

2T
ak:l-(f,uk>:l/ f(x) - uk(x)dx|, Yk=0,n
™ 7 Jo
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Aproximari Padé (1)

S5 ne uitdm putin la functia f : Ry — [1,/2), f € C*:

/1+2x
flx) = 1+x

Scriem functia in serie Maclaurin:

1 5, 13, 141
Fx)=14=x—=x*+ =x3— —x*+ ...
() =14 X =g g g

Seria diverge (x > %) deci nu merge aplicata!
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Aproximari Padé (3)

Introducem aproximarea Padé drept un raport de polinoame, P si Qu,
de grade cel mult L € N, respectiv M € N, care incearcd s3 fie cat mai
fideld seriei de puteri a unei functii date f.

PL(x)
L/M]s =
[L/Mlr Qui(x)
Vrem s3 fim cat mai aproape de seria de puteri, deci:
_ -~ Pi(x) _ L+M+1
70 = (LMl = () = G5 = 017

Notdm cu N = L + M gradul aproximarii Padé.
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Aproximari Padé (5)

Cum calculam aceste polinoame? Pornim de la formula:

_ PL(X)
Qu(x)

f(X) — O(XL+/VH~1)

Inmultim prin Qu(x) si regrupdm:

f(X) . QM(X) = PL(X) + O(XL+M+1)
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oximari Padé (6)

Teorem3 (unicitatea aproxim3rilor Padé)

Atunci cand existd o aproximare Padé a functiei f : R — R, anume
[L/M]¢, aceasta este unica.

Puteti demonstra teorema ca temad...
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Aproximari Padé — exemplu (2)
Cazul 1. L =0si M =2, deci vrem [0/2]¢.
Pornim de la sistemul PO = po

Q(x) =14 qix + qx®

Mai stim f(x) — [0/2]f = O(x®). Obtinem:

X2 X3
<1—x+?—€+“.> (1+ a1x + q2x*) = po + O(x*)

Prin simpla identificare, se obtine:

po =1 po =1 1

0 -1 = 1 =[02]f=—""——
1171 a1 . [ ) ]f 1+x+%x2

0 a1t q @ =3
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oximari Padé — exemplu (4)

Cazul 3. L =2si M =0, deci vrem [2/0]¢.

= 2
Pornim de la sistemul P(x) = po + p1x + p2x
Q(x)=1
Mai stim f(x) — [2/0]f = O(x?). Obtinem:

X x 2.2 3
1—X+7—€+.A. (1) = po + pix + p3x“ + O(x°)

Prin simpla identificare, se obtine:

pp =1 >

X
P1 :—1§[270]f:1*><+7
P2o=3

Aproximari Padé — exemplu (1)

S3 se determine toate aproximdrile Padé de grad N = 2 ale functiei

f(x)=e*

Cate aproximari Padé vom avea? 3, anume

(L, M) €4(0,2),(1,1),(2,0)}.

Care este seria de puteri a lui f(x)?

(—x)k x2 X3
f(x):e’xzz m=lext oot

= k! 2 6
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Aproximari Padé — exemplu (3)

Cazul 2. L =1si M =1, deci vrem [1/1]¢.

Pornim de la sistemul Px) = po + prx
Q(x) =1+ aix

Mai stim f(x) — [1/1] = O(x3). Obtinem:

)(2 X3
(1—x+7—€+---)(1+q1X)=po+p1X+O(X3)

Prin simpla identificare, se obtine:

po =1 Po 1 T1,
p=q-1=¢q =3 = [LUfZﬁ
0 =}-a P =-3
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Bibliografie

Toate resursele bibliografice de care aveti nevoie se gasesc in
descrierea cu care a venit atasata aceasta prezentare.

Incepand cu data viitoare, va puteti astepta oricand la ultima
lucrare de laborator!
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Multumesc frumos pentru atentie!

Va rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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