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Ce este interpolarea? Interpolarea polinomiala (1)

Ce intelegem prin evaluare?

A . . . = Tncepem cu cea mai simpl3 form3 de interpolare, interpolar
Pentru cateva valori xp, ..., x, si o functie f : R — R, calculam punctele I'p . l:_ a mai simp ! polare, interpolarea
M = {(xi i) | FO) = i) polinomiala.

Aceasta presupune gisirea unui singur care viziteazd (trece prin)

Ce intelegem prin interpolare? ¢ e
o multime de puncte data.

Procesul invers, adicd incercdm s3d gasim functia f astfel incat
M = {(xk, yk) | f(xk) = yk}, unde M este dat3.
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Interpolarea polinomiala (2) Interpolarea polinomiald — vizualizare (1)

Teoremd (unicitatea polinomului) S5 Tncercdm s interpol3m polinomial functia:
Fie dat3 o multime M = {(xk, yx) | k € 0, n} de puncte. Atunci, exists un cot x
unic polinom de grad n care trece prin toate aceste puncte. f(X) - 1+ 64(x _ 1)2

Considerdm intervalul [0.1,1.6] si vrem s& vedem rezultatul pentru 4, 7,

Concluziondm deci c3, in teorie, orice metoda polinomiald va ajunge la respectiv 9 puncte.

acelasi rezultat, acesta fiind unic.
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Interpolarea polinomiald — vizualizare (2) Interpolarea polinomiald — vizualizare (3)
1 1
y Y
0.5
X
0.5 1 1.5
—0.5
f(x)
— t
1 ‘ f(x) = 71%3?;,1)2 . — 4 puncte
Graficul functiei f(x) pe intervalul [0.1,1.6] Graficul functiei f(x) si interpolarea cu 4 puncte
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Interpolarea polinomiald — vizualizare (4)

Interpolarea polinomiald — vizualizare (5)

1 y 1 y
0.5
Lo X
0.5 1 \Vis
-0.5 —0.5
— f(x) —f(x)
----- 7 puncte — 9 puncte
-1 P -1 P

Graficul functiei f(x) si interpolarea cu 7 puncte Graficul functiei f(x) si interpolarea cu 9 puncte
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Interpolarea polinomiald — vizualizare (6) Alexandre-Théophile Vandermonde

1 y
0.5
i 0.5 1 \Jis
— f(x)
051 4 puncte
----- 7 puncte
1 — 9 puncte

Graficul functiei f(x) si interpolarea cu 4, 7 si 9 puncte Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796)
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Interpolarea Vandermonde (1)

S3 incepem cu un polinom de forma:

Interpolarea Vandermonde (2)

Ce am obtinut de fapt?

n a0+ a0 +axg +...+an =y
Pn(x):Zakxk:ao+alx+...+a,,x" 2 n
ao+ara+axi +...+apx =xn
k=0

S3 conectdm acum o multime de puncte M = {(xx, y«) | k € 0, n} de acest

2
) o ag + a1x, + axx; ...+ apx) = yn
polinom pentru a realiza interpolarea:

) Evident, un sistem de ecuatii liniare:
Pn(x0) = ao + aixo + ax§ + ...+ anx§ = o

2 n
Po(xa)=a0+axa + a3 + ...+ anx{ = 01 1 x X e % ao Yo
. 1 x1 x{ ... x| |a1 2
_ 2 _ :
Pn(xn) = a0 + a1xn + a2xj + ...+ anX) = yn 5 n
1 X, x5 ... X an Yn
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Interpolarea Vandermonde — concluzii

O folosim in practica?

NU, este foarte instabila numeric! O utilizam pentru multimi de cel
mult 10 (rareori 20) de puncte.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
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Interpolarea Lagrange (1)

S3 incepem prin a descrie multiplicatorii Lagrange:
X — X X — Xk— X — X X — X
Lk(X):<7O>< k1>'< k+1>'“4'< n)
Xk — X0 Xi = Xk—1 Xk = Xk+1 Xk = Xn

o<j<n N T

i#j

Ce este foarte special la ei?

0, dacd x # xk

1, dacd x =
Lk(x):{ r aca X=X , Vx € {xo,...,%n}
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Interpolarea Lagrange — concluzii

O folosim in practica?

DA, chiar extraordinar de mult — este fundamentala in
demonstratiile multor metode numerice.
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Interpolarea Neville (1)

Prezentdm pe scurt si o metoda bazata pe recurente.

Observdm urmatoarea dependenta:

Poo(x) = {yo}
™ Poa(x) = {yo,y1}
Pri(e) Poz(x) = {yo,y1, 92}

Pra(@) = {y1, 42} < ™~ Pos(x) = {Y0,y1, Y2, y3}
Paa(x) = {y2} <

Pra(@) = {y1,92, 3}
Poa(@) = {y2,ys} -
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Interpolarea Neville (3)

Sa ne uitam doar la P 1:

Xij. — X
Piiva(x) = 2= Pri(x) +

Piy1ir1(x)
Xi+1 — Xi Xi+1 — Xi

Ce se intampla in x; si x;1?
Piiv1(xi) = Pii(xi) = yi
Piiv1(Xit1) = Piriv1(Xiv1) = yir1

Generalizat pentru orice x:

Pii(xi) = yi, dacd x = x;
Piis1(x) = q Pir1it1(xie1) = yis1, dacd x =1, Vi=0,n—1
neimportant, altfel
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Interpolarea Lagrange (2)

Tnmultim multiplicatorul Lagrange cu yy:

Yk, dacd x = x
s Li(x) = ,Vx e {x0,...,X
Y Lilx) {O, dacd x # xx bo, nh

Insumam toti termenii:

L(x) =D vk~ Li(x)
k=0
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Eric Harold Neville (1889-1961)
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Interpolarea Neville (2)

Formula de recurentad este de fapt:

Vi, dacd i=j

Pij(x) =4 % — — X i
P Pii1j(x), dacii<

S )+ P ). ki<
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Interpolarea Neville (4)

Cu pasi marunti, putem trece acum la P;j;2:

Yis dacd x = x;
Yit1 dacd x = xiy1 .

Piipa(x) =477 . T vi=0,n-2
Yit2, dacd x = xj42

neimportant, altfel

Puteti demonstra aceastd relatie ca tema...

Unde e de fapt interpolarea noastra?
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Interpolarea Neville — concluzii

Functii spline (1)

Ce intelegem prin functii spline? O functie spline este o functie pe
ramuri, unde fiecare ramura este un polinom de un anumit grad:

O folosim in practica?

po(x),

x € [ap, a1)

X € [041,(‘(2)

, deoarece este foarte lenta!
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Functii spline (2)

Definitie (clasa C*)

Fie o functie f : R — IR. Spunem despre aceasta functie ca este de clasa
C¥k (notdm f € CK) daci si numai dac3 derivatele de ordin 0... k exist3 si
sunt continue.

Definitia e bund si pentru functiile spline!
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F(x) = Plz(X)«,

, Vx € [ao, an)

Pn-1(x), x € [an_1,an]

Care este gradul functiei spline? Evident, va fi cel mai mare grad al
polinoamelor componente:

grad(f) = 02X | {grad(pk)}
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Functii spline de clasd C°, grad 1 (1)

Ce inseamn3 (grafic) clasa C° si grad 17

Segmente ce sunt unite ntre ele!
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2
y
15
1
0.5
X
-1 —0.5 0.5 1

Graficul functiei f(x) = {35=
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21y
F(x)
Loy ... 11 puncte |i }
-1 37-05 05 %7 1

Interpolarea polinomiala cu 11 puncte
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27y
L5 --- g(;L)mcte
,1’.\\
0.5
£ 'l, \\\\ X
-1 os 05, /1

Interpolarea polinomiala cu 5 puncte
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Functii spline de clasd C°, grad 1 — vizualizare (4)

2 y
L5 --- g(;L)mcte
1/ \
_____ - \““——-Js.
-1 —0.5 0.5 1

Interpolarea spline de clasi C°, grad 1, cu 5 puncte

Valentin-loan VINTILA Metode de Interpolare 25 aprilie 2023 (Lab. 8) 32 /56




Functii spline de clasd C°, grad 1 — vizualizare (5) Functii spline de clasd C°, grad 1 (2)

y
f(x)
L5 .... 11 puncte
Avem o multime M = {(xk, yk) € R?| k = 0,n} (xx < Xk11)-
1
Pentru orice interval [xk, xk+1), vrem s& gdsim un polinom de forma
05 ‘.‘. Pr(x) = akx + by, unde py : [xi, k1) — R.
el X,
-1 —0.5 0.5 1
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Functii spline de class C°, grad 1 (3) Functii spline de class C°, grad 1 (4)
Trebuie s respecte doud tipuri de conditii: Am zis ca vrem py(x) = axx + by; putem afla usor acum.

@ Conditii de interpolare (n+ 1 la numar)
Prin calcul brut, obtinem:

Pk(xk) =yk|, Vk=0,n—1, si Pn—l(xn) =Yn
I f (k1) — F(x)
@ Conditii de racordare (n — 1 la num3r) Xk+1 — Xk
, Vk=0,n—1
lim  pi(x) = pry1(Xr1) |, Yk =0,n—2 by et F() = X F(xet)
X/ X1 k = x —
k+1 — Xk
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Functii spline de clasd C°, grad 1 — concluzii Functii spline de clasd C2, grad 3 (1)

Schimbam asadar clasa si gradul.
Le folosim in practica?

Pentru fiecare interval [xi, Xk4+1), cdutdm:
Acestea au un foarte mare

neajuns — fiind de clasi C°, nu au derivate "frumoase” (continue). ‘Pk(X) = ak + bi(x — %) + c(x — %) + dic(x — Xk)3‘
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Functii spline de class C?, grad 3 (2) Functii spline de clasi C?, grad 3 (3)

Ce conditii impunem?
@ Conditii de interpolare (n+ 1 la numir)

pi(x) = yi|, Yk =0,n—=1, si|pn_1(xn) = yn o Continuitatea derivatei de ordin 2 (n — 1 conditii):
@ Conditii de racordare (3n — 3 la numar) o dPpi Ppiya —
; lim Z5E() = S5 ()|, ¥h=0,n -2
o Continuitate (n — 1 conditii): x ki1 dx2 dx’
Jm pe0) = Peria) |, V= 0,n =2 Avem 4n — 2 ecuatii, dar ne trebuie 4n.
o Continuitatea derivatei de ordin 1 (n — 1 conditii): Conlcuzie — ultimele doua ecuatii sunt SINTETICE.
. odpk, oy dpkna e —
X;'XT:H K(X) = (xk+1) |- Vk=0,n-2
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Functii spline de clasi C?, grad 3 (4) Functii spline de clasi C?, grad 3 (5)

Putem asadar sd alegem fntre: Interpolarea naturald se poate scrie sub form3 matriceal3:
@ Interpolare naturala — cel mai simplu caz, considerdm derivata si
derivara de ordin 2 nule: 1 0 0 0 @
ho 2(h0 + hl) hy L. 0 C1
e e : - - . : :
EP (x0)=0si| =22t () =0 . . . _ : :
dx dx 0 L. hp—2 2(h,,,2 -+ h,,,l) hp—1 Cn—1
i - L . R 0 0 0 1 Cn
o Interpolare tensionata — considerdm date (cunoscute) derivatele in
punctele xg si xp: 0
3(32}1—31) _ 3(31’7—30)
de ! dpn—l ! ' 0
—(x0) = F'(x0)|si Xxn) = F'(x, _ :
0 x0) = F(x0) |31 | P2 () = F/(x) - :
3(an—ap-1) _ 3(an—1—an-2)
@ Alte tipuri de interpolare, de exemplu periodicd — va indemn s3 hn—1 0 b2

aruncati singuri un ochi pe ea.
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Functii spline de class C2, grad 3 (6) Functii spline de clasi C?, grad 3 — concluzii

Interpolarea tensionata se poate scrie sub form3d matriceala:

2/70 ho 0 e 0 (4}

ho 2(h0 + hl) h . 0 c

0 . hn_2 2(h,—,,2 + h,—,,l) hn_1 Cp—1 . A i =9

0 o 0 by 2hy s o Le folosim in practica? DA

3(31}1*30) —3f'(%0)

3(a2—a1) _ 3(a1—ao)
hy ho

3(an—an-1) _ 3(an-1—an-2)
hn—1 hn—2

3 (xp) — Hent)

Valentin-loan VINTILA Metode de Interpolare
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Polinoame Bernstein (1)

Fie BX (cu n € N, k € 0, n) polinoame de forma:

Il
2l

[BE(x) = Gk (1—x)" ¥, vk

Acestea alc3tuiesc baza polinomiala Bernstein.

De unde provin? Din dezvoltarea lui:

[x+(1-x)]"=1

Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968)
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Polinoame Bernstein (2) Polinoame Bernstein (3)
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Definitie (polinoame Bernstein)

Fie f(x) un polinom definit ca o combinatie liniard de elemente ale unei

Polinoamele de forma B,’; urmeaza recurenta: . . . s
baze polinomiale Bernstein, adica:

BA(x) = (1 = x)Bi_1(x) + xB}{(x) |, ¥x € [0,1] f(x) = apBY(x) + a1BL(x) + - - - + a,B(x)
n
Puteti demonstra ca tems... = Z axBK(x)
k=0

Acest polinom se numeste polinom Bernstein.
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Pierre Bézier

Pierre Bézier (1910-1999)
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Curbe Bézier (2)

Fie M = {Pk GR“\k:ﬁ}, unde n,p € N*, > 2, o multime de n+1
puncte distincte. Atunci, curba Bézier B : [0, 1] — R¥ care trece prin
toate aceste puncte este definitd sub forma acestui polinom Bernstein:

B(t) = Z PBX(t)| & B(t) = Z P Ck.th . (1—t)nk
k=0 k=0

Vizualizare: https://en.wikipedia.org/wiki/B}%C3%A9zier_curve#
Higher-order_curves
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Algoritmul De Casteljau (1)

Are la baza recurenta de la bazele polinomiale Bernstein:

i Pi, dacd j =0 P —
(1) = ; ; , Wi=0,n,j=0,
i) {(1*t)ﬁ{’l(t)+t5{ﬁ(t)7 dacs i 0| 7O =0

Solutia va sta in B(t) = §(t).
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Bibliografie

Toate resursele bibliografice de care aveti nevoie se gasesc in
descrierea cu care a venit atasata aceasta prezentare.
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Curbe Bézier (1)

Exista functii mult prea complicate pentru a fi scrise analitic.

In acest caz, se utilizeaz3 curbele Bézier.
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Paul de Casteljau

/

Paul de Casteljau (1930-2022)
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Algoritmul De Casteljau (2)

Observam urm3dtoarea dependents:

B(1)
/ \
gO A0 =m0y
TN T S o w
B Bl B
N O N 10 W10
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Multumesc frumos pentru atentie!

Va3 rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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