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Seria Taylor

Vrem sa retinem urmatoarea scriere a unei functii f : R — R in jurul
unui punct xp € R dat:

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + f"(xo)(x —x0)2+...

2!
(n) (x
= E fni(!o)(x,xt))n

n>0

Daca alegem xg = 0, dezvoltarea se numeste serie Maclaurin.
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Polinomul Taylor (2)

Acceptam, fara demonstratie, faptul ca:

) x
R =Y 08 )t

k>n

unde ‘f(”+1)(£)| este maxim, iar § € [min{xp, x}, max{xo, x}].
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Puncte fixe (2)

Teoremd (Banach) — sintez3d

Fie g : [a, b] C R — [a, b] o functie continud pe intreg intervalul [a, b].
Atunci, functia g va avea cel putin un punct fix in intervalul [a, b].
Suplimentar, dac3 functia g este derivabild pe intervalul (a, b) si

|g'(x)] < 1, Vx € [a, b], atunci g are un unic punct fix atractiv in [a, b].
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Polinomul Taylor (1)

Cum trecem de la serie la polinom? Simplu, p3stram doar o parte din
primii termeni, s3 zicem 0...n:

Definim restul ca diferenta intre f si P:

R(x) = f(x) = P(x)
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Puncte fixe (1)

Definitie (punct fix)
Fie g : D C R — R o functie oarecare. Fiecare valoare p € D pentru care

evaluarea functiei g Tntoarce tot p (adicd are loc g(p) = p) poartd
denumirea de punct fix.
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Puncte fixe (3)

Care e legatura cu solutionarea ecuatiilor neliniare?

Fie g : D C R — R astfel incat sa admita toate punctele fixe din multimea
P ={p1,p2,.--,pn}, n €N,

Definim acum functia f(x) = x — g(x). Ce observam?

f(x):xfg(x):{o’ dacd x € P

o valoare nenuld, dacd x ¢ P
Echivalent, studiind g(x) = x — f(x):

g(x):x—f(x)={x’ dacs x € P

o valoare diferits de x, dacid x ¢ P
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Metoda aproximatiilor succesive | Metoda aproximatiilor succesive | (2)

Fie g : D C R — R o functie ce admite toate punctele fixe din multimea
P={p1,p2,---,pn}, n€N.

. o Concluziondm c3 p = limy_, o, xx este punct fix.
Sa considerdm sirul (Xm)men:

Deci, pentru a solutiona f(x) = 0, ne vom crea noi functia
4, — J © aproximare initiald, k=0 g(x) = x — f(x) pe care aplic3m sirul anterior.
g(xk-1), k>1

Se garanteaza ca metoda este convergenta catre un punct fix
Catre ce converge acest sir? atractiv. Puteti demonstra ca tema...
3

p=lim x = lim g(xx—1) = g( lim x_1) = g(p)
k—o00 k—o0 k—o00

Valentin-loan VINTILA Ecuatii Neliniare 11 aprilie 2023 (Lab. 7) Valentin-loan VINTILA Ecuatii Neliniare 11 aprilie 2023 (Lab. 7)  10/50

Metoda bisectiei (1) Metoda bisectiei (2)

a+b
2

Fie ¢ media aritmetica dintre a si b: ¢ =

Avem trei cazuri:

Metoda aceasta este mult mai interesanta grafic; se aseamana cu = .
_ AR e f(c) ~ 0 — am gasit solutia!

cautarea binara! '

@ sign (f(a)) # sign (f(c)) — datoritd continuitatii, stim c3 va exista cel

Pornim de la o functie continud f : [a,b] C R — R astfel incat putin un 6 & (a, ) astfel incat £(5) = 0.

sign (f(a)) # sign (f(b)). Reducem asadar intervalul: [a, b] — [a, c];

o sign (f(b)) # sign (f(c)) — datorit3 continuititii, stim c3 va exista cel
putin un § € (c, b) astfel incat f(§) = 0.

Reducem asadar intervalul: [a, b] — [c, b];
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Metoda bisectiei — exemplu (1) Metoda bisectiei — exemplu (2)
y
4
Hai sa vizualizam putin algoritmul!
2
Sa consideram functia: N
—8)3 4
f(x):(x 8° 2 68710 12 14 16
100 L
Vom fi interesati de intervalul [a, b] = [0, 16].
—4
f(x) = (Xfog)l —sinx

Graficul functiei f(x) pe intervalul [0, 16]
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Metoda bisectiei — exemplu (3) Metoda bisectiei — exemplu (4)
°
y b y
4
4
2
X
2 /4 6.8710 12 14 16 2
c
-2
X
—4
10 83 . P
¢ f(x) = (XIOO) —sinx
Graficul functiei f(x) cu punctele de abscisd a =0, b =16 si ¢ = ""gb =8 Graficul functiei f(x) pe intervalul 8, 16]

evidentiate
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Metoda bisectiei — exemplu (5) Metoda bisectiei — numar de iteratii

°
y b
4 Observam cum, usor-usor, ne-am apropiat de f(x) = 0.
Cate iteratii vom face? Presupunem cd suntem multumiti cu o anumita
2 eroare relativi dat3 de formula % <e.
c
= (2]
X €
; 10 12 14 16
®

Graficul functiei f(x) cu punctele de abscisi a =8, b =16si c = 22 =12
evidentiate
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Ordin si rata de convergentd (1) Ordin si rata de convergentd (2)

Daca ne intereseaza mai mult ordinul de convergenta decat rata,

ie (xp)n o secventa care converge catre o valoare x , adica . . .
F eNeR t t | *eR, ad
’ putem folosi o aproximare practica:

Xp — x* atunci cAnd n — +o0.

Xk+1 — Xk
n |2kt — Tk

Tn aceast3 situatie, vom nota cu g € [1, +00) ordinul de convergents, X —x
respectiv cu p € [0,1] rata de convergenta a secventei (algoritmului). kSt | ke N

Xk — Xk—1
n |2k T k=l

Aceste valori pot fi determinate prin formula: Xk—1 = Xk—2

|

. Xpn+1 — X
p= lim s

Pl =~ 1 @ Pentru g = 1, sirul (algoritmul) converge liniar;
n—too |xp, — x*|7

@ Pentru g = 2, sirul (algoritmul) converge quadric;

@ Pentru g = 3, sirul (algoritmul) converge cubic.
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Metoda bisectiei — convergents Metoda tangentei (1)

Aceastd metoda este cunoscutd si drept Newton-Raphson.

Pentru metoda bisectiei, se pot calcula: Totul pleacd de la polinoamele Taylor de grad 2.

@ Ordinul de convergentd g = 1 (convergent3 liniara);
( ) Fie f : [a,b] C R — R o functie continu3 si derivabild pe intervalul [a, b].

Vom dezvolta aceastd functie in jurul lui xp € [a, b]:

"(x0)
2!

o Rata de convergent3 11 = 1.

Puteti face demonstratia ca temd...

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + (x —x0)>+ ...
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Metoda tangentei (2) Metoda tangentei (3)

Fie p € [a, b] astfel incat f(p) = 0. Daci ne asum3m c3 (p — x0)?> — 0,

atunci: , Definim asadar recurenta metodei Newton-Raphson:
f(p) = f(x0) + '(x0)(p — x0)
Am pornit ins3 de la f(p) = 0, deci: o aproximatie buna initiald, k=0
Xk = f(Xk,l)
, f(x0) T P () k=1
0~ f(x0) + '(x0)(p—x0) = |p~ x0 —

Cand k — oo, p = xk.
Dar nu ne forteaza nimeni sa folosim doar xo, acea valoare se poate
modifica in timp!
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Metoda tangentei — exemplu (1)

Sa consideram functia:

X —6)3
f(x)zi( 106) +

X2
24

+3

Vom incepe aproximarea din xp = 7.
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Metoda tangentei — exemplu (3)

10 y
5 ) /
X
2/ 4 6 8 10
—5
~10 ‘7 ' (x0) (x — x0) + f (x0) ‘

Graficul functiei f(x). Tangenta in xo = 7 la graficul lui f(x)
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Metoda tangentei — exemplu (5)

10 y
5 ) /
X
4 6 8 10
-5
~10 ‘7f/ (x1) (x = x1) + f (x1) ‘

Tangenta in x; &~ 1.179245 la graficul lui f(x)
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Metoda tangentei — convergentd

Aceasta metodd converge Tn aproximativ 3 — 5 pasi, avand ordinul de
convergentd egal cu g = 2 (converge quadric).

Cu toate acestea, metoda poate sa nu convearga in situatia in care:

o La un anumit pas k € N, derivata este (numeric) nul3, adicd
f'(xk) =~ 0;
@ Xxp este prea departe de p.
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Metoda tangentei — exemplu (2)

10 y
5
X
2/ 4 6 8 10
-5
0 F) = 243

Graficul functiei f(x)
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Metoda tangentei — exemplu (4)

10 y
5 /
/
;
2 4 6 8 10
-5
o

Paralela cu Oy care trece prin x;
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Metoda tangentei — exemplu (6)

10y,
5 /
/
X
4 6 8 10
5
~10 E——

Paralela cu Oy care trece prin x; ~ 2.331315
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Metoda secantei (1)

Pornim de la recurenta Newton-Raphson:

f(x-1)
f/(Xk,l)

Cum putem calcula derivata aceea numeric?

Xk = Xk—1 —

Fireste, vom porni de la acea formuld din liceu:

F(r) = }Lmo f(r+ h[)]— (1)
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Metoda secantei (2)

Putem deci s& aproximdm:

f(r+h)—f(r)

(1) ~ P , unde h— 0

Ce stim insa despre recurenta Newton-Raphson? Metoda converge,
ceea ce inseamna ca putem accepta:

h=xx_1—Xxk2

Rezultd asadar c3, dacd 7 = x,_1, atunci:

~ f(Xk,l) - f(Xk,g) )

f/ Xk—1
( ) Xk—1 — Xk—2
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Metoda secantei — exemplu (1)

Sa consideram functia:
f(x)=(x— 0.1)3 —x2—-x+05

Vom incepe aproximarea din xo = —2 si x; = 2.
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Y [~
1
X
-1/ —-0.5 0% 1 1.5 2
-1
_ x—x _ _y—f(x)
xi=xg — f(x1)~f(x)

Dreapta care trece prin (xo, f(x0)) si (x1,f(x1))
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Y |z
1
X
-1/ —-0.5 /0.5 1 1y 2
-1
- _ _y—f(x)
1 ‘ ;2:;11 - f(Xz)*fEXﬂ

Dreapta care trece prin (xi, f(x1)) si (x2, f(x2))
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Metoda secantei (3)

Folosind formula anterioara, putem modifica recurenta din metoda

Newton-Raphson pentru a ajunge la metoda secantei:

o aproximatie bund initiald,
Xk—1 — Xk—2

F(x-1) = F(x—2)’

X, =
, X1 — F(xXk—1) -

k e {0,1}
k>2

Evident, cand k — o0, p = xk.
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Metoda secantei — exemplu (2)

-1

fx)=(x-01)°-x2—x 405

Graficul functiei f(x)
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Metoda secantei — exemplu (4)

Y [~
1
X
-1/ —-05 0% 1 1% 2
-1
X = X

Paralela la Oy care trece prin x, = —1.16
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Metoda secantei — exemplu (6)

Y |~
1
X
-1/ —-05 /O.F 1 1y 2
-1
A —X=2X3

Paralela cu Oy care trece prin x3 =~ 0.590766
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Metoda secantei — convergenta

Aceasta metoda are ordinul de convergentd egal cu g = ¢ ~ 1.618
(proportia de aur, ¢ = Hz—‘/g)

Avem ordin de convergentd mai slab, dar am scapat de derivate.
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Sisteme drept functii

Cum putem vedea un sistem de ecuatii neliniare drept o singura
functie de mai multe variabile?

fi(x) =0 f(x)
RO=0 L = P9 G r =0
fo(x) = 0 fo(x)

unde F : R" — R".
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Matrice Jacobiana (1)

Sa amintim o formuld pentru matricea Jacobiand J(x) € R"*" a unei
functii oarecare F : R" — R:

filxi, X2, ooy Xn)
F(x1,%0,.... %) = &(XLXZA"“’X")
f,,(xl,xz-,...,x,,)
%7;()‘) %%}(X) gxfn(X)
= J(x) = TXZQ(X) TXZQ(X) UX%',(X) ,x€R"
B) () . ()
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Metoda Newton (1)

Sa amintim recurenta de la Newton—Raphson:

o aproximatie bunad initiald, k=0
=
xk—1 = [F'Ck-1)] 71 o), k=1

Tnlocuind f cu F, respectiv f' cu J(x), obtinem metoda Newton:

xk—1 — [J(xk—1)] 71 Fxemn), k>1

{o aproximatie buna initiala, k=0
Xk =
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Puncte fixe

Definitie (punct fix)

Fie g : D CR" — R o functie oarecare (n € N*). Fiecare valoare p € D
pentru care evaluarea functiei g Tntoarce tot p (adicd are loc g(p) = p)
poartd denumirea de punct fix.
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Metoda aproximatiilor succesive |l

Fie G: D C R" — R" o functie ce admite toate punctele fixe din
multimea P = {py,py,....pp}, n € N.

S3 considerdm sirul (Xm)men:

_ J o aproximare initiald, k=0
60— k>1

Asem3nitor, pentru a solutiona F(x) = 0, ne vom crea noi functia
G(x) = x — F(x) pe care aplicim sirul anterior.
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Matrice Jacobiana (2)

La ce e buna matricea Jacobiana?

Generalizeazd oarecum derivatele pentru functii de mai multe variabile care
ntorc vectori.

Ce metoda utiliza derivate?

Metoda Newton-Raphson — deci o putem generaliza acum pentru a
rezolva sisteme de ecuatii neliniare.
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Metoda Newton (2)

xko1 = [JOu—1)] 7t Fxee1), k>1

{o aproximatie bund initiald, k
k=

Ce problema are aceasta formula? Vrem sa scapam de inversa
matricei Jacobiene!

Vom cduta un vector y € R” astfel incat:
Jx)-y = ~F(x) = [y = —Jx) " F(x)

Formula finala devine:

Xk—1+ Y, k>1

{o aproximatie bund initiald, k=0
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Metodele sunt bine descrise in curs + Wikipedia.

" . Multumesc frumos pentru atentie!
Drept resurse auxiliare, am utilizat: v v

@ Articolul lui Paul Seeburger despre polinoame Taylor; V3 rog frumos si completati formularul de feedback!
@ Cartea lui Alexandru Negrescu, Calcul Diferential - O abordare
prietenoas3.
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