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Coeficientul Rayleigh Metoda puterii directe — sinteza

Trecem la algoritm — facem notatia: y(¥) — t

Algoritmic, MPD se poate scrie astfel:
Definitie (coeficientul Rayleigh) @ Se aproximeazi y’(®) (primeste o valoare de inceput);

. * ¥ .
Fie o matrice p3traticd A € R"*", n € N*. Dacd x € R” este un vector © Pentru fiecare pas k € N, proceddm astfe:;( Y
. 4 il . — I k—1).
asociat matricei A, atunci coeficientul Rayleigh se defineste drept o Se calculeazd un vector auxiliar: t = Ay ; ¢
scalarul (functia r : R” — R): o Acest vector normalizat va fi chiar y’(¥), adic3 y’(¥) = W;
o Folosind coeficientul Rayleigh, se poate calcula o noud aproximare a
xT Ax x \7" X valorii proprii predominante:
r(x)= - = | Al
[l [l lIxIl

T X
(k) _ (k) _ (y,(k)) A(y'< )
M 7r(y )7 Hy/(k)H2

- (ym) " A (y«k))
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Metoda puterii directe - concluzii Metoda puterii inverse (1)

Metoda puterii inverse se referd la trei algoritmi distincti:
@ MPI nedeplasats;

O folosim in practica? NU! Vom vedea de ce preferdm s3 utilizim N
o MPI deplasats;

metoda puterii inverse...
o MPI deplasata cu coeficient Rayleigh.

Ne vom referi exclusiv la ultimele doud!
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Metoda puterii inverse (2) Metoda puterii inverse — sintezd

Teoremd (deplasarea spectrului) Algoritmul provine din MPD, deci MPI se poate scrie astfel:
Fie matricea patratici A € R"*", n € N*. Dacd p € R, \j € A\(A) si @ Se aproximeazd y'(®) (primeste o valoare de inceput);
x € R" este vectorul propriu asociat, atunci corespondentul perechii (\;, x) @ Pentru fiecare pas k € N*, proceddm astfel:
pentru A va fi (\; — ju, x) pentru matricea (A — puly). o Se calculeazs un vector auxiliar: t = (A — /\(lkfl)ln) Ly,
o Acest vector normalizat va fi chiar y’(¥), adic¥ y’¥) = ﬁ;
Puteti schita acasd o demonstratie ca tema... o Folosind coeficientul Rayleigh, se poate calcula o noua aproximare a

valorii proprii predominante:
Se poate demonstra matematic faptul ca cea mai buna alegere a T
. . . R AR _ () Ay
coeficientului 1 este chiar \;. 1 y y

(k)

Evident, vom folosi aproximarea sa, A} .
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Metoda puterii inverse - concluzii

O folosim in practica? Oarecum! Putem folosi alti algoritmi pentru a
calcula toate valorile proprii!
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Metoda deflatiei Householder (2)

S3 zicem c3 vrem sd calculdm A; pentru A € R™",

Ne definim intdi o matrice G € R"*", aparent de nic3ieri:
G = HAH ! = HAHT = HAH
S3 consideram x € R" astfel incdt Ax = A\1x. Putem prelucra:
Ax = \ix = HAx = \{Hx
= HAl,x = M Hx, dar H* = HHT = H " H = I,

= (HAH")(Hx) = M\ Hx
= G(Hx) = M\(Hx)
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Metoda deflatiei Householder — sinteza

Algoritmic, metoda deflatiei Householder se poate scrie astfel:
@ Se calculeazad \; si vectorul propriu asociat al matricei A folosind
MPD sau MPI;
@ Se calculeazd u = x £ ||x]|eq;

wu’ .
[ull>

© Se calculeaz3 reflectorul Householder H =/, — 2 - ‘
@ Se calculeazd matricea G = HAH,;

@ Se extrage A1 din coltul din stanga sus si se continua algoritmul pe
submatricea G(2: n,2: n) pentru a afla restul valorilor proprii.
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Alte deflatii

Mai existd si alte metode de deflatie.

Nu insistam, dar v3 amintesc:

o Deflatia Wielandt (se discuta la curs, resursele pe internet sunt
aproape inexistente);
o Cazul sdu general, deflatia Hotelling.
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Metoda deflatiei Householder (1)

Ne amintim forma unui reflector Householder H € R"*":

llllT

[|ul?

H=1,—2.
S5 considerdm vectorul u (aproape) ca la QR:
u=x=+|x||ex

Ne amintim c3d, aplicand Householder pe x, se obtine:

Hx = Fllx|e1

Valentin-loan VINTILA Valori Proprii (2)

04 aprilie 2023 (Lab. 6)  10/37

Metoda deflatiei Householder (3)

Am ajuns la relatia:
G(Hx) = M(Hx)

Stim insd cd Hx = c.e; (am notat a = F|x||). Deci:

,.Gel = \oe; = Ge1 =\ep

Ce inseamna asta?

A X e Rlx(n—l)
G = 0 e R(-1x1 A7 ¢ R(n-1)x(n-1)
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Metoda deflatiei Householder - concluzii

O folosim in practica? Oarccum! A inceput si vd placd rdspunsul dsta...

Metoda este instabild numeric dacd se vrea calcularea a mai mult de 3-4
valori proprii. Trebuie deci s3 gasim altceva...

Valentin-loan VINTILA

04 aprilie 2023 (Lab. 6)  14/37

Valori Proprii (2)

Metode QR - evolutie din MPD (1)

Fie A € R™" o matrice p3traticd, n € N*.
Vom nota cu y’,(-k) vectorul propriu (la a k-a iteratie) ce este asociat valorii
proprii A;. Suplimentar, vom considera momentan cunoscut vectorul
propriu g asociat cu Aj.

< . k
Vrem acum s3 studiem vectorul y’(2 ),

Tntrucat am stabilit deja c3 y’(lk) va fi un vector cu norma 1, dorim s3 il

. k) . P
scriem pe -V’(z ) In aceeasi maniera.
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Metode QR - evolutie din MPD (2) Metode QR - evolutie din MPD (3)

Am presupus ins3 cunoscut g;! In practic3, am putea rula in paralel MPD

K pox K
pentru y’g ) adics qL =~ y’(1 ),

Vom simplifica si mai mult lucrurile, cerand:

1(k) n 1(k)
! Y2 Sintetizat, am avea pentru inceput:
(0) (0)

! oyl - N A .
Cum facem asta? Gram-Schmidt — proiectia lui y'gk) pe g poate fi o y'y’ siy’y” primesc o aproximare de inceput;
scris3 sub forma <q1’y’£")> gy, deci: @ Se ortogonalizeaz3 y,go) in raport cu y,go)' adic:

7(0) 7(0) /(0)
K k K Yo 7Y —\quY2 )%
‘y'(z)%y’§)*<q1,y’§)>y'1 < >

o Se normalizeaz3 y,go) si y’(zo);
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Metode QR - evolutie din MPD (4) Metode QR - evolutie din MPD (5)
Apoi, la fiecare pas k > 1, se va obtine o aproximare tot mai bund astfel: De ce am facut toate astea? Toat3 discutia anterioars este ca s3
o Se calculeazi y’gk): considerdm vectorul auxiliar t; = Ay’gkfl). intelegem legdtura cu QR.
Normalizat, ne da: y'gk) = ﬁ; - ; 10) . s 1(0) .
1 Initial, am ortonormat y’y si y’o""". Echivalent, se poate calcula o
@ Se calculeaza y’gk): consideram ty; = Ay’(zkfl) a carui componenta matrice ortogonala Y(® prin QR:
(k) sy . _ _ < /(k)> .
de pe y’;’ va fi eliminata, adicd t2 = t21 q1,y'5 ) qu (\N’(O), R) — R ([y’(o) y’(o)]) — OR (Y(O))
@ Prin coeficientul Rayleigh, obtinem: ! 2
P . ¥ (k).
NG ( ’(k))TA ( /(k)) De altfel, in orice pas k, se poate calcula o matrice ortogonald Y'*):
1 i Y
K D\ T K {/ (k) — (k=1) (k=1 ]) = y (k—1)
0= () A [(797) = @R (Wb ) = am (a7
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Metode QR - evolutie din MPD (6) Metode QR - evolutie din MPD (7)

Vom folosi matricea A(K) ¢ R2x2 pentru a dispune valorile proprii calculate

. ) . N R Sintetizatd, discutia anterioard devine:
la a k-a iteratie pe diagonala principald. Astfel, putem restrange calcularea

valorilor A1, respectiv Ay, la urmdtorul produs: o Se calculeazd (S‘/(O)’ R) =QR ([yﬁo) y(zo) yfzo’])
) L) - @ Pentru fiecare pas k > 1, se va obtine o aproximare tot mai buna:
{/\6 )\gk)} = [;ik)} A [y’(lk) y,gk)] = |AK) = (;’(k)) A (\7(”) o Calculsm (V(k)ﬁ R) =QR (A\?(k’l)) (se ignord valoarea R, aceasta

nu este util3);

CNT e
Acceptam fara demonstratie ca aceastd metoda poate fi o Se aproximeaz3 valorile proprii, adicy A(K) = (Y(")) A (Y(")).
generalizata pentru a afla oricate valori proprii, sa zicem p € N*,
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Metoda QR nedeplasatd Metoda QR nedeplasata — sinteza

Anterior, am folosit doar matricea Q din factorizarea QR — o risipa

Algoritmic, metoda functioneaza astfel:
totala fata de matricea R!

o Pornim de la A(® = A, respectiv Y0 = Q) = R(O) = .

@ Pentru fiecare pas k > 1, se va obtine o aproximare tot mai buna:
o Se calculeazs: (Q),RW) = QR (AK-1));
o Se aproximeaz valorile proprii, adici AK) = R(K) Q(¥);
o Se calculeaz3 vectorii proprii, deci Yy = y(k=1)Q(k)

Vom gasi un algoritm ce foloseste aceasta matrice R, un algoritm cu
adevarat fantastic!

De data aceasta pornim de la algoritm si facem abia dupd demonstratia.
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Metoda QR nedeplasatd — explicatie (1) Metoda QR nedeplasatd — explicatie (2)

Deoarece (Q(k)7 R(")) = QR (A(k’l)), stim ca QU R(K) = A(k=1), Dac stim:

AK) o Alk=1)
Echivalent, R(K) = (Q(k))ill\(k 1) Tnlocuind n calculul valorilor proprii
(adicd in AK) = R(k)Q(k)), se obtine c&:

AU — (Q(m)’l,\w—l)Q(@

...este evident c3 putem ajunge la:

AR o AK=D o AO)

Dat fiind c3 A®) = A, obtinem c3:
Ce e asta? O transformare de asemanare!

*) )
FORC=T AR A= /\(/\ A(A)
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Metoda QR nedeplasata — explicatie (3) Metoda QR nedeplasatd — explicatie (4)

Amintim incd o dat3 formula:
AW = (QW) T A1) Q)

Putem obtine treptat ceva interesant: . _ - _
Am mai intalnit aceasta formula odata!

A (Q(k)) T A1) ) o
Desi incompletd, demonstratia prezentatd ar trebui sa fie suficientd cat sa

T . w v . R -
k k—2) A(k 3 demonstreze c3 algoritmul functioneaza!
Qlk ) Q‘ ) A2 QU k) Y ‘ & ’

(
:{ (@)"...(a®) ] [a®... o]
(v

() Ay (k)
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Metoda QR nedeplasata - concluzii Metoda QR deplasata

O folosim in practica? NU! Este utild din punct de vedere teoretic, dar
are citeva probleme...

Cum am imbunatatit MPD?
De exemplu, nu converge pe:

10

01 Similar, vom folosi niste coeficienti uk) € R pentru deplasare!
A=

Puteti demonstra acest lucru ca tema...
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Metoda QR deplasatd — sinteza Metoda QR deplasata — alegerea lui

Putem calcula & € R in urmatoarele moduri:

o Coeficient Rayleigh:
Algoritmic, metoda functioneazd astfel:

@ Pornim de la A = A, respectiv Y(©) = Q(© = R(O) = 4 ; k) = r (Aﬁ'k)) —. =AW
@ Pentru fiecare pas k > 1, se va obtine o aproximare tot mai buna:
o Se calculeazs cumva p(¥) — exist3 mai multe strategii, vom vedea o Shiftare Wilkinson: s3 notdm cu B matricea 2 x 2 aflatd in coltul
imediat citeva dintre ele; din dreapta jos al matricei AK).
o Se calculeazs: (Q),RW) = QR (Ak=1 — (I ]);
o Se aproximeaz valorile proprii, adici AK) = R QM) 4 (k) - B— [am—l bm—l:|
o Se calculeazs vectorii proprii, deci Y(¥) = y(k=1) Q) bm—1  am
b2 am-1—dm

ol unde § =

6]+ /82462, 2

Atunci k) = a,, — sign(d) -
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Metoda QR deplasata - concluzii Bibliografie

Toate resursele bibliografice de care aveti nevoie se gasesc n

O folosim in practica? DA! Este o bijuterie numerica! i . _ .
descrierea cu care a venit atasata aceasta prezentare
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Metode Numerice Matriceale — concluzii Metode Numerice Matriceale — feedback

Am incheiat ultimul capitol din metodele numerice matriceale!

) ) o Acum, o sa vd rog pe toti cei prezenti sa completati un formular de
Propun un al doilea Kahoot care s3 treacd prin toate notiunile! feedback diferit, dedicat metodelor numerice matriceale!

...dar de data aceasta cu premii!
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Multumesc frumos pentru atentie!

Va rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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