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Surpiza (1)

Pentru acest laborator, m-am gandit sd va fac o surpriza placuta!

Scoateti o foaie de hartie si un pix — dam lucrare!
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Valori si vectori proprii (1)

Dacd Ax = Ax, numim X valoare proprie si x vectorul propriu asociat.

Definim polinomul caracteristic p(\) = det(A — /). 1l folosim pentru a
afla valorile si vectorii proprii (prin ecuatia caracteristica p(\) = 0).

Totalitatea acestor valori proprii formeazd spectrul matricei si se noteaza
fie A(A), fie oa:

MA) =0a= {1, A}

Introducem si raza spectrala:

A) = A
p(A) A,@f(XA){‘ [}
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Matrice asemenea (1)

Definitie (matrice asemenea)

Fie doud matrice A, B € C"*", n € N*. Acestea se considerd asemenea
dac3 existd o matrice nesingulard T € C"*" cu proprietatea:

B=TAT!

Se noteaz3 de obicei A ~ B.
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Surpiza (2)

Sper ca v-a placut!
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Valori si vectori proprii (2)

Douad proprietdti importante ale valorilor proprii:

© Suma lor d3 urma matricei:

i )\,‘ = TI’(A) <: i A,‘,‘)
i=1

i=1

@ Produsul lor d3 determinantul matricei:

n
[T = det(4)
i=1
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Matrice asemenea (2)

Doud proprietdti importante ale matricelor asemena, s3 zicem A si B
(deci B= TAT ' & A~ B), sunt:
© Conservarea spectrului. Spectrul matricei A este identic cu spectrul
matricei B, adicd A\(A) = \(B);
@ Transferul vectorilor proprii. Dac3d x este un vector propriu pentru
A, atunci y = Tx este un vector propriu pentru B.
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Matrice diagonalizabile (1)

Definitie (matrice diagonalizabile)

Fie A € R™" o matrice p3traticd, n € N*. Numim aceast3d matrice
diagonalizabila dac3 este asemenea cu o matrice diagonal3.

Altfel spus, dac3 existd A € R"*" diagonald astfel incat
A=TAT 1o A~ A, atunci A este diagonalizabil3.
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4 -3 0
Cine vine la tabla pentru a diagonaliza A= |2 -1 0
1 -11
Spectrul va fi A(A) = {A\1 = A2 = 1, A3 = 2}, ceea e Inseamn3 c3
1 00
matricea diagonald este A= |0 1 0
00 2
o 3a
Vectorii proprii vor fi de forma x; = [a| si xo = |2, deci
53 «@

1 0 3
T=|1 0 2| (astfel incat A= TAT1).
011
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Matrice Jordan (1)

Cea mai simpla forma la care poate fi redusa orice matrice (prin
transformari de asemanare) este forma Jordan.

Forma Jordan (J € C"*") este o matrice bloc diagonala ce contine pe
diagonala principald matrice de forma Jj € C™* ",

Acestea contin pe diagonala principald aceeasi valoare A, iar imediat
deasupra diagonalei principale se gadsesc valori de 1.
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Matrice Jordan (3)

S3 vedem cum aratd matricea Jordan pentru:

5 4 2 1
o 1 -1 -1
A= -1 -1 3 0
1 1 -1 2

Calculati in Octave care sunt valorile proprii ale matricei A (puteti apela
functia eig(A)). Matricea Jordan va fi:

1000
0200
J70041
000 4
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Matrice diagonalizabile (2)

Matricea A va contine pe diagonala valorile proprii ai lui A.

Ca s3 afldm matricea T, trebuie s3 aflam vectorii proprii ai matricei A.
Din vectorii proprii asociati acestora, scoatem o baza pe care o dispunem
pe coloanele matricei T:

T=[by ... by|,unde B={by,... by}

Aici, B este baza subpsatiului vectorilor proprii.
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Matrice diagonalizabile (4)

Sunt toate matricele diagonalizabile? NU, motiv pentru care ne
trebuie ceva mai general.
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Matrice Jordan (2)

Spre exemplu, pentru o matrice A € R™*", forma Jordan va fi:

M 1 0 ... 0 O

J 0 ... 0 0 M 1 ... 0 0

0 h 0 X ... 0 O
=1. . , unde Jy = . L .

0 0 ... Jy<y 0 0 0 ... X 1

0 0 ... 0 X

Ca s3 alegem Ak, ne uitdm in A(A). Pentru a afla ny, num3rdm de céte ori
apare \x In A(A) (multiplicitatea sa algebric3).
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Semyon Aranovich Gershgorin

Semyon Aranovich Gershgorin (1901-1933)
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Cercurile lui Gershgorin (1)

Teorema (cercurile lui Gershgorin)
Toate valorile proprii ale unei matrice A € C"™", n € N*, se gdsesc in
interiorul reuniunii cercurilor (discurilor) lui Gershgorin:
n
D; = ZEC’lZ—Aiil < Z |Aj]
=L

Cu alte cuvinte:

oa C OD;
i=1

Incercati s3 demonstrati ca tem3!
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Cercurile lui Gershgorin (3)

-3

Sursa: https://golem.ph.utexas.edu/category/2016/08/in_praise_of _
the_gershgorin_di.html
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Descompunerea spectrald (2)

Doud proprietati interesante ar fi:
@ O matrice simetricd are exclusiv valori proprii reale;

@ Rangul lui A este dat de numarul de valori proprii nenule.
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Coeficientul Rayleigh (1)

Definitie (coeficientul Rayleigh)

Fie o matrice patratic3 A € R™*", n € N*. Dac3 x € R" este un vector
asociat matricei A, atunci coeficientul Rayleigh se defineste drept
scalarul (functia r : R” — R):
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Cercurile lui Gershgorin (2)

S3 ncercdm s3 construim discurile lui Gershgorin pentru:

3 i 1
A= |-1 445i 2
2 1 -1

A1 ~ —1.5793 4 0.2731/
Mentionam cd o4 cuprinde: { A\, ~ 3.4686 — 0.0005/
A3 &~ 4.1107 + 4.7275i
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Descompunerea spectrald (1)

Teoremd (descompunere spectrald)

Orice matrice patratica A € R"*", n € N* este simetricd daca si numai
dac3 existd o matrice ortogonala Q € R"*" si o matrice diagonala
A € R™" astfel incat sa se formeze transformarea de asemanare:

A=QAQT

unde Q@ = [ql q,,} este formata din vectorii proprii asociati matricei
A si formeaza o bazd ortonormat3, iar A se calculeaza utilizand A(A).
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Descompunerea spectrald (3)

S3 considerdm descompunerea spectrald A = QAQT.

Se poate demonstra atunci ca ridicarea la puterea n € N* a matricei A

poate fi scrisd sub forma:
A" — QA"QT

Demonstratia ramane ca temd...
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Coeficientul Rayleigh (2)

Avem deci formula:

== () 2 ()

Aplicam acum coeficientul Rayleigh pe un vector propriu.

Vom obtine chiar \, valoarea proprie asociata.

Demonstratia la tabla...

Valentin-loan VINTILA Valori Proprii (1) 28 martie 2023 (Lab. 5) 24 /33



https://golem.ph.utexas.edu/category/2016/08/in_praise_of_the_gershgorin_di.html
https://golem.ph.utexas.edu/category/2016/08/in_praise_of_the_gershgorin_di.html

Metoda puterii directe (1)

Fie matricea simetricd A € R™", n € N*, cu spectrul A(A) = {A1,..., An}
astfel incat:
A1 > |A2] = - = | Aq

C3utdm o metod3 de a calcula valoarea proprie (pre)dominanta, \;.
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Metoda puterii directe (3)

Cunoastem si faptul cd Ak = QAKQT, Yk € N*, deci:

. < Ak
Obtinem asadar c3 | g; = SR e este asa spectaculos?
i

Exact, I-am scris pe g; fata de el insusi, ceea ce ne duce cu gandul
la metodele iterative!
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Metoda puterii directe (5)

Ce se intampli daca aplicam coeficientul Rayleigh pe y(¥)? Vom
obtine o aproximatie a lui A;!

A
Ce problema are recurenta y(k) = /\—y(kfl)? Ea presupune deja

1
cunoscutd valoarea lui A1, pe care vrem sa il aflam.

Cum reparam? Normalizam:

Y N
lly @[ [JAy*=D /x| [JAy®D]| [JAy ]|

y
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Metoda puterii directe - concluzii

O folosim in practica? NU! Vom vedea de ce preferdm s3 utilizim
metoda puterii inverse...
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Metoda puterii directe (2)

Cunoastem A simetricd, deci avem descompunerea spectrald:
A=QAQT

Vectorii din Q sunt ortonormali, deci formeaza o baza in R".

Deci, orice vector y(9) € R” se poate scrie ca o combinatie liniara:

n
0
YO =xiqi+ - +x0an = xiq
i=1
X1
Alternativ, dacd notdm x = | : |, putem scrie:

Xn

yO = Qx e x=Q1y®
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Metoda puterii directe (4)

Vom considera y(o) aproximatia initiald a vectorului propriu asociat valorii
proprii predominante.

Considersm y(¥) fmbun3dtatirea la pasul k € N*.

k

. A . A
Asadar, din q; = SF 9 formsm: |y = /\—ly(

i

k—1)
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Metoda puterii directe - sinteza

Trecem la algoritm — facem notatia: y(¥) — t

Algoritmic, MPD se poate scrie astfel:
@ Se aproximeazi y’(®) (primeste o valoare de inceput);
@ Pentru fiecare pas k € N*, proceddm astfel:
o Se calculeazd un vector auxiliar: t = Ay'(k’l);
o Acest vector normalizat va fi chiar y’(¥), adic3 y’(¥) = ﬁ;
o Folosind coeficientul Rayleigh, se poate calcula o noud aproximare a
valorii proprii predominante:

.
0 (o) - O Al
[y

- (yfm) " A (y«k))
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Multumesc frumos pentru atentie!

Va rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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