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Clarif. 1 - Givens (din tem3) (1) Clarif. 1 - Givens (din tema) (2)
0 -1 1
Vrem factorizarea Givensa luiA= 14 2 0
3 4 0 0 -1 1
0 -11 Factorizarea Givens pentru A= |4 2 0
Pasul 1. Sc3pdm de Ay, adicdde (4 2 0 3 4 0
3 .40 0 10 42 0
cos sin 0 Pasul 1. Aplicdim G = -1 0 0| pe A: GpA= (0 1 -1
Vrem s3 scapam de Ay;, deci formdm Gip = [—sin cos 0 0 01 34 0
0 0 1
Avem x — [Au] _ [O]' asadar cos = x1/||x|]| =0
Azt 4 sin=x/||x|| =1
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Clarif. 1 - Givens (din tem3) (3) Clarif. 1 - Givens (din tema) (4)
0 -1 1 4 2 0 0 -1 1 54 0
Givens pentru A= {4 2 O0f, stiind GpA= |0 1 -1 Givens pentru A= |4 2 0f, stiind G13GpA= |0 1 -1
3 4 0 34 0 3 4 0 02 0
4 2 0 5 4 0
Pasul 2. Sc3pdm de (Gi2A)31, adici de [0 1 -1 Pasul 3. Sc3pdm de (Gi13G12A)32, adicd de [0 1 —1
34 0 02 0
cos 0 sin 1 0 0
Formdm Gi3 = 0 1 0 |,undex= [gguﬁ;u] = [‘3‘] asadar Form3m Goz3 = |0 cos sin|, unde x = [((513512;))22] = E] asadar
—sin 0 cos 127831 0 —sin cos 1351271332
08 0 0.6 1 0 0
= =0.8 = =1/v5
cos = /||| CAplicim Giz=| 0 1 0| pe GuA. cos = /Il 5 Aplicim Gz = [0 1/v5  2/vE
sin = xo/||x|| = 0.6 06 0 08 sin = xo/||x|| = 2/V/5 0 —2/V5 1/\5
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Clarif. 1 - Givens (din temd) (5) Clarif. 2 - Conditionarea matricelor (1)

Sa considerdm sistemul de ecuatii liniare Ax = b:

Am obtinut deci: [1 1 ] |:X} _ [2] o xty =2
1 1.001] |y 2 x+1.00ly =2
5 4 0
R = GxGi3GpA= |0 V5 —1/\/5 Solutia este evidentd: x =2si y = 0.
0 0 2/v/5

Alteram foarte putin vectorul b:
Totodatd, matricea Q se calculeazi usor:

—— 1 1 x| 2 N X+y =2
Q= GhG5Ghs=... 1 1.001] |y| — [2.001 x +1.00ly =2.001
Efectul este exagerat: x =1si y = 1!

Spunem despre astfel de sisteme c3 sunt rau conditionate.
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Clarif. 2 - Conditionarea matricelor (2) Clarif. 2 - Conditionarea matricelor (3)

Definitie (norma matriceald)

Fie || - ||, o norm3 vectoriald, p € [1,40c0]. Atunci, norma matriceala a Pentru norma euclidiand (p = 2, deci || - ||2, notatd || - |[), vom folosi
matricei A € R™%" (n € N*) se defineste drept: urmatoarea consecinta a definitiei anterioare:
Ax
A1l = sup 1 1411 = omar (ATA)
x#£0 HXHp

NU folosim definitia, ci o consecintd a acesteia.
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Clarif. 2 - Conditionarea matricelor (4) Clarif. 2 - Conditionarea matricelor (5)

. 1 1 . .1 _ | 1001 —1000
Pe exemplul anterior, A= [1 1'001], deci A= = [_1000 1000 ]

Definitie (numarul de conditionare)

Fie A € R™" o matrice nesingulard, n € N*. Definim numarul de Stim ATA = [ 2 2.001] deci {)\1 ~0

conditionare al matricei A drept: 2.001 2.002 > = 4.002
- T a1 e [2002 —2001] . [N ~0.25
K(A) = IIAI|- IAY| Stim si (A71) 7 AT = 10° [_2.001 2 %\ — 4002 10°
Ca o regul¥ dupd ureche, pierdem panJ la aproximativ log,o (A) cifre de Obtinem ||A|| = v/A2 = 2.0005, respectiv ||A71|| = \/\; = 2000.5.

acuratete pe langa ceea ce pierde metoda in sine.
Astfel, k(A) = ||A|| - ||[A"1|| = 4002 - o valoare foarte mare!
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Introducere (1) Introducere (2)

Pand acum am rezolvat sistemele prin metode directe (LU, G s.a.).
Introducem acum metodele iterative:

Ce nu ne convine? © Aproximeaza solutia din ce in ce mai bine;
@ Aceste metode au o complexitate de O(n3); @ Complexitatea depinde de numirul de numirul pasilor: O(an?).
@ Acuratetea este greu de controlat.
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Motorul metodelor (1) Motorul metodelor (2)

Inlocuim A n prima ecuatie:
Pornim de la un sistem de ecuatii liniare, Ax = b, unde A € R"*",

x,b € R" si n € N*. {Ax —b

= (N-P)x=b
A =N-P

Este evident c3 A poate fi scris ca o diferentd de matrice. Cunoastem

asadar urmatoarele lucruri: Vrem s3 rimanem doar cu x. Presupunem c3 3N, deci:

Ax =b (N=P)x=b= Nx—Px=b
A =N-P = Nx=Px+b

=|x=N"1Px+N'b
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Motorul metodelor (3)

Ce am obtinut in scrierea x = N~1Px + N~'b?
O modalitate de a-l scrie pe x fata de el insusi!

Aplicdnd deci formula, presupunind c3 stim o aproximare de inceput, vom
gasi o aproximare mai buna.

Putem apoi s3 folosim aproximarea obtinutd ca s3 gdsim o aproximare si
mai bund - de aici "metode iterative”.
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Descompunerea lui A

Teorem3 (unicitatea descompunerii A= D — L — U)

O matrice A € R™", n € N*, poate fi scrisd Th mod unic sub forma:

A=D-L-U

unde D, L, U au fost alese astfel incat s3 reprezinte:
@ D - matrice diagonal3;

@ L - matrice inferior triunghiularg;

@ U - matrice superior triunghiulara.

...dardecenuA=D+ L+ U?
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Conditia de convergents (2)

Definitie (matrice diagonal dominants)

Fie A € R™" o matrice p3traticd oarecare, n € N*. Aceasata se consider3
diagonal dominanta dac3 si numai daca:

[Ail > |Al |, VieTn
J#i

Matricele diagonal dominante converg intotdeauna (adicd matricele lor
de iteratie au raz3 spectrald subunitars).
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Metoda lui Jacobi (1)

Avem un sistem oarecare Ax = b, cu A scris drept A= N — P, respectiv
drept A=D—L—U.

Metoda lui Jacobi alege:

N=D
P=L+U

Vom scrie acum si Gjacobi Si CJacobi CU aceste valori:

GJacobi =N1lp= Dil(’-“r U)
CJacobi = N-'b=D"b
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Motorul metodelor (4)

Amintim formula x = N~!Px + N~'b. Notim:

@ Vom nota aproximarea de la inceput cu x(©), apoi xM va fi
aproximarea la primul pas, x la al doilea etc.;

@ Not3m G = N~!P, denumit3 matrice de iteratie;
@ Mai notim si ¢ = N~ 'b, numit vector de iteratie.

In aceste conditii, formula final3 devine:

x(PtD) — Gx(P) 4 ¢

Numim aceastd formuld forma matriceala.
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Conditia de convergents (1)

Metodele iterative NU converg intotdeaunal

Pentru ca o metod3 iterativa s3 conveargd, este imperios necesar ca raza
spectrald a matricei de iteratie s3 fie subunitard. Matematic,
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Carl Gustav Jacob Jacobi

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1825)
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Metoda lui Jacobi (2)

Se poate desfisura forma matriceal3 | x?P*1) = Gocobix(P) + €jacobi ‘ pentru

a se obtine forma analitica.

Fard demonstratie, aceasta este:

(p)
(o)) _ D i 2% =
(P+D) _ )
dii
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Metoda lui Jacobi - implementare (1) Metoda lui Jacobi - implementare (2)

. . e . . Tncepem prin a defini doud valori:
Stim formula pentru orice element al oricarei iteratii: . o . .. .
© Toleranta (not. ¢) - diferenta minima dintre solutiile a dou3 iteratii

consecutive necesara pentru a continua cu algoritmul.

N P
D) _ b — 3 i1z 3% Vi—Tn

i Cu alte cuvinte, oprim algoritmul cand |[x(PT1) — x(P)|| < .

@ Numarul maxim de iteratii - este posibil s3 nu conveargd (suficient

Cum implementam? . N . .
de repede) algoritmul, asadar il oprim fortat mai devreme.
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Metoda lui Jacobi - implementare (3) Metoda lui Jacobi - exercitiu rapid
1 1 1] [x 2
Fie sistemul [—2 6 1| |x2| = | 9 |. Dac3 x(® =0, rulati codul
-1 17 X3 —6

pentru cateva iteratii si observati la ce rezultat se ajunge dupd cateva
Implementarea este incircatd pe Teams — s3 vedem... iteratii, de pild3 6.

Ne-am apropiat de solutia corecta?

1 1.0034
Solutia erax = | 2 |, iar x(® = | 2.0855
-1 —0.9603
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Metoda lui Jacobi - concluzii

O folosim in practica? NU - converge greu, dupd cum am observat!

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Philipp Ludwig von Seidel (1821-1896)
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Metoda Gauss-Seidel (1) Metoda Gauss-Seidel (2)

Avem un sistem oarecare Ax = b, cu A scris drept A= N — P, respectiv

drept A=D—L—U. Prin desfisurarea formei matriceale

‘X(p+1) = GGauss-Seidelx(p) ~+ CGauss-Seidel | S€ Obtine forma analitica.

Metoda Gauss-Seidel alege:

{ N=D—1L Farad demonstratie, aceasta este:

P=U

i i—1 _ . _(p+1) n P
X(p+1) o bi — Zj:l ajjX; - Ej:i+1 aijX;
; =

aii

, Vi=1,n

Vom scrie acum si GGauss-Seidel SI CGauss-Seidel CU aceste valori:

1 - Deci, din punct de vedere al interpretarii, folosim mereu cele mai
GGaussSeidel = N™'P = (D — )7V recente valori pe care le avem.
CGauss-Seidel = N='b = (D - L)_lb
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Metoda Gauss-Seidel - implementare

Rapid, adaptati algoritmul Jacobi pentru a calcula Gauss-Seidel:

=1 (pl) o (P
Xi(p+1) _ bj Zj:l aij%; Zj:iJrl aijX; Yi=Tn
ajj
1 1 1) [x 2
Testati apoi acelasi sistem: |2 6 1| [x2| = |9 |, cux(® =0.
-1 1 7| |x3 —6
Considerati mai putine iteratii (de exemplu 4).
1 0.9368
Ce observati? Solutia erax = | 2 |, iar GS a dat x*) = | 1.9768
-1 —1.0057
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Young si Frankel

David M. Young Jr. (1923-2008)  Stanley Phillips Frankel (1919-1978)
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Metoda SOR (2)

Forma analitica, cea care ne intereseaza de fapt, este asemdn3toare cu
Gauss-Seidel:

<
Il

ey
3

i-1 n
(p+1) _ (p) , W (p+1) (p)
KT = (1) b=y ey = D ap
" j=1 j=i+1

S3 digerdm aceastd ecuatie:
@ Termenul cu rosu este doar o scalare adusd metodei Gauss-Seidel,
avand o pondere w € (0,1);
o Termenul cu portocaliu este nou. Amintim c3 w € (0,1), deci
(1 —w) € (0,1). Deci, un fel de medie ponderata!
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Metoda SOR - alegerea lui w

Nu exista o formula concreta general valabila pentru a calcula cea
mai buna valoare a lui w.

Tn anumite situatii, David Young a demonstrat ca:

2
/‘lma)(
Wopt:1+ -
<1+ V 1 7.ur2nax>

unde prin pmax se intelege valoarea proprie maximd a matricei Gjacobi-
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Metoda Gauss-Seidel - concluzii

O folosim in practica? Oarecum - nu tocmai in aceastd forma... Vedem
imediat metoda suprarelaxarii!
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Metoda SOR (1)

Inovatia fatd de Gauss-Seidel este introducerea pe cale pur artificiala a
unei constante w € (0, 1).

R3manem la scrierea A= D — L — U, dar redefinim wA = N — P. Pentru
metoda SOR, alegem:

P=(1-w)D+wU

{N:D—wL

Vom scrie acum si Gsor Si €sor cu aceste valori:

Gsor = N71P = (D — wL)71[(1 - w)D + wU]
csor = N7b = (D — wL)"}(wb)
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Metoda SOR - implementare

Rapid, adaptati algoritmul Gauss-Seidel pentru a calcula SOR:

i—1 n
+1 (p) w +1 .
P = (1)) 4 o b — Za,-jxj(p ) Z a,-jxj(p) ,Vi=T1n
Jj=1 Jj=i+1
1 1 1] [x 2
Testati apoi acelasi sistem: [—=2 6 1| |x2of = |9 |, cu x© =0 si
-1 1 7] |x3 —6
w = 0.85. Considerati mai putine iteratii (de exemplu 2).
1 1.0870
Ce observati? Solutia erax = | 2 |, iar SOR a dat x(®) = | 1.9507
-1 —0.9438
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Multumesc frumos pentru atentie!

V3 rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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