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Transformdri elementare - sisteme (1) Transformdri elementare - sisteme (2)

x+y+2z =1
Sa consideram { 4x + 2y — 6z = 14. Ce putem face?
2x+y =4
X+y+2z =1
o 5 .
Ce sunt transform3rile elementare? O Interschimbare de ecuatii:{ 2x + y —4
Considerdam transformarile elementare acele operatii pe care le putem x+2y -6z =14
aplica unui sistem fard a-i schimba solutia. 3x+3y+6z =3
@ inmultire cu o constant: { 2x+y—3z =7
2x+y =4
3x+2y -z
© Adaugare (scalata) de ecuatii: { 4x +2y — 6z =14
2x+y =4
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Transformari elementare - matrice

Algoritmi clasici

Fie Ax = b un sistem de ecuatii liniare. Sistemul poate fi vazut prin prisma
unei singure matrice, A= [A b].
Toti algoritmii de astdzi au la bazs algoritmul G.
Vectorul x nu se modific atunci cand executim (pe A):
@ Interschimbare de linii; Algoritmii clasici sunt diverse variatiuni / imbun3t3tiri ale algoritmului G.

@ Inmultire cu o constants;

© Adaugare (scalata) de ecuatii.
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Carl Friedri Algoritmul G - exemplu partial (1)

a11x1 + Bxo + Kxz + Kxq = by
axx1 + Mxp + Xx3 + Xxq = by
az1x1 + Bxo + Kxz + Xxq = b3
agixy + Xxo + Kxz + Xxg = by

Pornim de la un exemplu:

Cum stergem x; de pe liniile 2, 3 si 47
@ Scddem prima linie scalatd cu j—ﬁ din a doua;
@ Scddem prima linie scalats cu j—ii din a treia;

© Scidem prima linie scalatd cu % din a patra.

Carl Friedrich Gauss (1777-1885)
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Algoritmul G - exemplu partial (2)

axi + Xxp 4+ Xxz + Kxg = by
“+anxy + Kxz + Kxq = b)
+azxo + Kxs + Mxg = by
0 +agxy + Rxz + Xxg = bfl

R3manem cu:

Cum stergem x» de pe liniile 3 si 47

© Scddem a doua linie scalata cu gg din a treia;

@ Scddem a doua linie scalata cu z—‘g din a patra.

Se elimind apoi x3 de pe linia 4 prin sc3derea liniei 3 (scalatd) din a patra.
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Algoritmul G - formal

Fie Ax = b un sistem de ecuatii liniare, unde A € R"*" este o matrice
patraticd si x,b € R” sunt vectori coloana.

Pentru fiecare linie i cu exceptia ultimei (i € 1,n — 1), vom transforma
fiecare element aflat sub Aj;; (anume Aj;, Vj = i+ 1, n) in zero prin
A

scaderea celei de-a i-a linie inmultitd cu = din a j-a linie.
—. - Ai =, .=
A(],:)%A(‘[,Z)ff-A(l,i) L, Vj=i+1n
i
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Algoritmul G - concluzii

Complexitate? O(n%)

il folosim in practica? NU!

0 X X X1 b1
1 X X (x| =|b
0 X X X3 b3

Deoarece A;; = 0, prima coloan3d nu se modifica.
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Algoritmul GPP - formal (1)

Fie Ax = b un sistem de ecuatii liniare, unde A € R"*" este o matrice
patraticd si x,b € R" sunt vectori coloana.

Pentru fiecare linie i € 1, n — 1 cu exceptia ultimei, se va alege o valoare

k € i,n astfel incdt |Ax;| = max;_;={|A; [}, iar apoi se vor interschimba
=i,

liniile i si k.

Apoi, algoritmul G: in noua matrice formatd, se vor transforma toate
elementele gdsite pe a i-a coloand sub elementul de pe diagonala
principal, A;; (adic3 elementele Aj;, Vj = i + 1, n) in zerouri prin sciderea
A
Aii

celei de-a i-a linie scalatd cu din cea de-a j-a linie.
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Algoritmul G - exemplu partial (3)

Xx; 4+ Kxp + Xx3 + Xxq = by
Wxp + Kxz + Kxq = bl

Nx3 + Kx4 = bf

®X4 = bz/,l

Ce am obtinut? SST-ul:
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Algoritmul G - exemplu complet

Cine vine sa rezolve la tabla:

1 -2 1 X1 0
2 1 =3| |x|=1(5
4 7 1 X3 1
1 -2 1 |0 x5 =0
Ar trebui s3 obtinem A= {0 5 -5 | 5| ={x=
00 -2 |0
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Algoritmul GPP - exemplu partial

Solutia este pivotarea partiala (interschimbarea liniilor).

0 X X _X1 b1
S3 consideram sistemul Ax=b = |-8 X K| |x| = |b
4 X X _X3 b3

Ca sd rezolvam problema Aj; = 0, inversam primele doud ecuatii:

—8 X X X1 bz_
0 ® K| |x|=|b
4 X X X3 b3_

Acum putem aplica algoritmul G.
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Algoritmul GPP - formal (2)

Matematic, interschimbarea celor doud linii poate fi scrisd drept:

Jk :1,7 ‘Akﬁ,“ = maix{\Ajy,|} = Z(l7 Z) (—)Z(k, Z)
Jj=i,n

lar apoi, se poate aplica algoritmul G clasic:

AG,) = AG,) — 22 A6, Yi=T+1,n
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Algoritmul GPP - exemplu complet Algoritmul GPP - concluzii

Temd pentru acasa, acelasi sistem dar cu GPP:
Complexitate? O(n%)
1 -2 1 X1 0
2 1 =-3| |x| =15 il folosim in practica? Oarecum - avem ceva instabilitate numerics,
4 -7 1 X3 1 motiv pentru care preferdm GPPS.
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Algoritmul GPPS - ideea principald Algoritmul GPPS - formal (1)

Fie Ax = b un sistem de ecuatii liniare, unde A € R"*" este o matrice

patraticd si x,b € R” sunt vectori coloana.
Cand ne alegem pivotul, avem grijd ca mai intdi s3 scalam optiunile pe

care le avem si s3 o alegem pe cea mai mare. Calculdm mai intai vectorul s € R".
Cum scalam? Pentru fiecare linie i € 1, n — 1 cu exceptia ultimei, se va alege o valoare
— ~oa A A . . . .
. R . . . k € i, n astfel incat ‘ | = maxj:m{ = } iar apoi se vor interschimba
Generam doar la inceput un vector s € R"” urmand aceasta regula: . ’ /

liniile i si k, respectiv s; si si.

si=max {|Aij|},i=1n . . .
-:Tn{| }} ’ Apoi, algoritmul G: in noua matrice formatd, se vor transforma toate
J pol, alg )
elementele gdsite pe a i-a coloand sub elementul de pe diagonala
principald, A;; (adica elementele Aj;, Vj = i+ 1, n) in zerouri prin sciderea
A

celei de-a i-a linie scalat3 cu = din cea de-a j-a linie.
i
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Algoritmul GPPS - formal (2) Algoritmul GPPS - exemplu (1)

Deci, generdm intai vectorul de scalari s conform:

S;:T%HZ;J}},IIZH - 1 -2 1 ‘ 0
= S% aplicsm GPPS pe sistemul A= |2 1 -3 | 5],
4 -7 1 |1

Matematic, interschimbarea celor dou3d linii poate fi scrisd drept:
Pasul 1. Calculdm vectorul de coeficienti:

Aii A(i,:) <> A(k,:) s
Jk = Zkil U ? )3 T T
e [ = man{ |22} 5 1200 max{[1], | - 2] [1]}

2
S=ma{[2], [1], | -3} =3
7

lar apoi, se poate aplica algoritmul G clasic: max{[4], | = 7], [1]}

By

A, — A(,:) —

\
<
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T
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>
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Algoritmul GPPS - exemplu (3)
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1 -2 1 |0 2 1 -3 ] 5
GPPS pesistemul A= (2 1 -3 | 5|,S=[2 3 7]. GPPS pesistemul |0 —25 25 | —25(,5=[3 2 7].
4 -7 1 |1 0 -9 7 | -9
Pasul 2. Deoarece %1 = % > %1 = % > Z?il = % facem Pasul 3. Deoarece % = % > :—f = %, facem interschimbdrile de linie
interschimbdrile de linie si de coeficient de scalare, adicd A(1,:) <> A(2,:) si de coeficient de scalare, adicd A(2,:) <> A(3,:) si s, <+ s3, deci:
21 -3 |5 21 3] 5
sisg <> sy, deci: A=|1 =2 1 | 0 $i5=[3 2 7]. A=10 -9 7 | -9 $i5=[3 7 2}.
4 -7 1 |1 0 —25 25 | —25
Aplicdm apoi G pe prima coloana: Aplicdm apoi G pe a doua coloana:
_ — — 2 1 3| 5 21 -3 | 5
A(2,)) = A(2,:) — LA(1, _ _ _ 5 _ _
{,( _) Al '_) 2A( _) =A=0 -25 25 | —25 A(3) = AB.) + AR = A [0 9 T | 9
A(3:) = ABy:) —2A(L,) 0 9 7 | -9 0 0 0556 | 0
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Algoritmul GPPS - concluzii

Complexitate? O(n%)
1l folosim in practica? DA!

...si totusi mai existd un algoritm clasic...?
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Algoritmul GPT - formal (1)

Fie Ax = b un sistem de ecuatii liniare, unde A € R"*" este o matrice
patraticd si x,b € R" sunt vectori coloana.

Pentru fiecare linie i € 1, n — 1 cu exceptia ultimei, se vor alege mai intai
doud valori, p, g € i, n, astfel incat |Ap g| = max; , - {|A;«[}, iar apoi se
vor interschimba liniile / si p, respectiv coloanele i si g.

Apoi, algoritmul G: in noua matrice formatd, se vor transforma toate
elementele gdsite pe a i-a coloand sub elementul de pe diagonala
principald, A;; (adicd elementele Aj;, Vj = i+ 1, n) in zerouri prin sciderea

>

celei de-a i-a linie scalatd cu =* din cea de-a j-a linie.

i
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Algoritmul GPT - exemplu complet

Cine vine sa rezolve la tabla:

1 -2 3] 0

A=13 5 2 | 0
2 3 -1 | -1
X1 = 0.5
Ar trebui s3 obtinem < xo = —0.5
X3 = 0.5
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Llewellyn Thomas (1903-1992)
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Algoritmul GPT - ideea principala

Ne intoarcem la GPP si 1l imbunit3tim altfel - in loc s3 interschimb3m
doar linii, vom interschimba si coloane.

Cu alte cuvinte, in loc s& cdutdm pivotul de modul maxim de pe coloan3,
vom cauta pivotul de modul maxim din submatrice.
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Algoritmul GPT - formal (2)

Matematic, interschimbarea a dou3 linii si a doud coloane poate fi scris3:

Ip,q=1,n:|Apql = ma?(f{‘Aj,kl} =
nn

Jrk=i,

{Z(i, ) < Ap,:) si
A, i) < A q)

lar apoi, se poate aplica algoritmul G clasic:

= = Ai . J—
Alss) = AUy:) = = - A )| Vi =T+ L

Valentin-loan VINTILA Eliminarea Gaussian3 14 martie 2023 (Lab. 3) 28 /60

Algoritmul GPT - concluzii

Complexitate? O(n%)

il folosim in practica? Oarecum - preferim GPPS datoritd performantei
(chiar dac3 au aceeasi complexitate!).
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Algoritmul Thomas

La ce e util?

Rezolva sisteme tridiagonale n complexitate liniara!
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Algoritmul Thomas - intuitie (1) Algoritmul Thomas - intuitie (2)

Un sistem tridiagonal ia forma:

e ‘ L) bxa +axe =d
Considerdm primele doud ecuatii:
by ¢ 0 ... 0 0 X1 di ax1 + baxo + ox3 = d2
a b o ... 0 0 X2 d> Vrem s3 scipdm de termenul x; din a doua ecuatie. Putem asadar s3
0 a3 b3 0 0 X3 d3 aplicdm transformarea:
0 0 o0 ot con| |xos drs Ec. 2 — by - (Ec. 2) — a2 - (Ec. 1)
0 0 O an by, Xn dn

Ramanem cu: (bab1 — craz)x2 + cabixs = doby — dia2
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Algoritmul Thomas - intuitie (3) Algoritmul Thomas - explicatia algoritmica (1)

Considerdm a doua si a treia ecuatie (dup3 transformarea initial3): Ne amintim forma sistemului tridiagonal:
(bz b1 — C182)X2 + cobixs = doby — diaz by a 0 .. 0 0 X1 Gt
4 b —d ar bz C ... 0 0 X2 d2
asxy + b3xs + c3xa =a3 0 a5 b3 0 0 x3 s
Vrem s3 scipdm de termenul x» din a doua ecuatie. Putem asadar s3 P : : S N
aplicdm transformarea: 0 0 O bp—1 ¢cn—1| |Xn-1 dn_1
0 0 O an b Xn dn

Ec. 3 = (bob1 — c1a2) - (Ec. 2) — a3 - (Ec. 1)

Fie i € 1, n pasul curent ce va transforma a i-a linie a matricei A € R"™*"
astfel Tncat s3 contind cel mult doud intrdri nenule, n € N* (cu alte
cuvinte, se eliming ay, ..., a,).

R3manem cu rezultatul (greu de digerat):

[b3(b2b1 — c1az) — cabras]xs + c3(b2by — cra2)xq

= d3(boby — c122) — (doby — draz)a3 Chiar dac3 pentru i € {1, n} nu trebuie ficut nimic, notatiile riman

valabile pentru celelalte variabile.
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Algoritmul Thomas - explicatia algoritmica (2) Algoritmul Thomas - explicatia algoritmica (3)

Fie 3;, bj, & si d; valorile ce se vor gdsi in matrice dup3 al i-lea pas (spre
exemplu, & va fi calculat dupa a treia operatie si va rdmane &3 pentru
iteratiile 4, 5 etc.).

Algoritmul original normalizeaza valorile b;.

Fard explicatii suplimentare, relatiile devin:

Aceste valori pot fi calculate utilizdnd relatiile: 5. =0
;=

éi 0 bi ! C1 .

7 by ,i=1 ~ — ,i=1

b; = ~ ~ . G = by Ci .
bibj_1 —¢i1a; ,i>2 — ,i>2

. b; — ¢i_1a;

" a ii=1 d

Ci = P . — =1
cibi1 ,i>2 q by |

P— ! di —di-1a; .
a4 = d =1 — =2
A 3. bj — ¢j_1a; B

dibj—1 —di—1a; ,i>2
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Algoritmul Thomas - explicatia algoritmica (4) Algoritmul Thomas - explicatia algoritmica (5)

Prin aplicarea algoritmului, se va obtine urmatorul sistem:

18 0 0 0 | d

01 & 0 0 | ‘12 Rezolvarea sistemului se dovedeste a fi triviald - necunoscutele primesc
- 0 0 1 0 0 | ds valori in functie de aceste formule (cind / descreste):

00 0 ... 1 -1 | dos Xn = dp

00 0 ... 0 1 | d xi=di—&-xiy1, i=n—1,n—2,...,1

Pe scurt, se descrie sistemul:

Xi+&-xip=d ,i=Tn—-1
Xn = dn
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Algoritmul Thomas - exemplu

Este evident c3 acest algoritm este greu de procesat. Cu toate acestea,
este foarte usor de aplicat (cu formulele in fatd).

B 31 0 | 5
S3 considerdm sistemul A= |-1 3 -2 | -7
0 4 3 | -1
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Algoritmul Thomas - exemplu (3)

1 0.(3) 0 X1 1.(6)
Am ajuns la: |0 1 —0.6| (x| = |—1.6
0 0 1 X3 1
X3 = 1

Calculam, intr-un final, x: { xo = -1.6+0.6 = —1

1.(6) +0.(3) = 2

X1

Valentin-loan VINTILA Eliminarea Gaussiand 14 martie 2023 (Lab. 3) 43 /60

Wilhelm Jordan (1842-1899)
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Algoritmul Gauss-Jordan nemodificat - exemplu partial (1)

Pornim de la un sistem general:

311|ZI®|ZI X1 b1
B R B X H||x|_|bk
A=bS i o R| (x| " | b
X X X K| |[x by

De data aceasta, vrem s3 ramanem cu matricea identitate. Impartim
asadar prima ecuatie la a11:

1 B R K| [x A
N R X E| || |b
KN B K K| |x| |bs
IZI&IZI&X4 b4
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Algoritmul Thomas - exemplu (2)

Din formule, obtinem:

3 =3=0
By=By=hy=1
L1
==
3
L =2 3
62:3+l:*g 1 0() o0 X1 1.(6)
.5 3 =10 1 -06||x|=|-16
d=3 0 1] |x 1
P -7+3 8
T 311 5
B 14 32
d=—7>=1
T 3r2
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Algoritmul Thomas - concluzii

Complexitate? O(n)

Il folosim in practica? Adesea da - este extrem de rapid si acceptdm c3d,
pentru matrice special alese, poate deveni instabil numeric.
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Algoritmul Gauss-Jordan - introducere

Spre deosebire de algoritmii clasici de eliminare Gaussiand, algoritmul de
eliminare Gauss-Jordan isi propune transformarea matricei A € R"*",
n € N*, intr-o matrice identitate, nu doar superior triunghiulara.

Motivul pentru care ne intereseaza acest algoritm este pentru c3 poate fi
modificat astfel incit sa inverseze matrice patratice!
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Algoritmul Gauss-Jordan nemodificat - exemplu partial (2)

Aplicdm algoritmul G si obtinem pe prima coloan:

1 ® X X [x 4
0 ano X X x| é
0 X X K| |x| |5
0 B K K| [x A

1 8 R X [« |
01 X R®| || |b
0 R X R®| |xs| |8
0 8 K K| [x b,
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Algoritmul Gauss-Jordan nemodificat - exemplu partial (3) Algoritmul Gauss-Jordan nemodificat - sinteza

De data aceasta Tns3, nu vom aplica algoritmul G doar in jos, ci vom aplica
ideea si in sus. Cu alte cuvinte:

1 0 X X [x [b] Ca s3 evitdm problemele introduse de algoritmul G, folosim pivotarea de
01 K K| |x| |b linii (ca la GPP sau doar alegdnd o valoare oarecare nenul3).
00 X K| |x3| |b)
00 X X| |x | by Pe scurt, la fiecare pas i € 1, n transformdm elementul de pe diagonala
principald in 1, iar apoi aplicdm GPP atat sub, cat si deasupra elementului
La fel pentru ultimele doud ecuatii. Asadar: respectiv.
100 0] [x b1 T b{" 5. puteti formali ;
1 1 X1 1 Ca temd, puteti formaliza acest algoritm.
010 0| x| |68 x| |68
001 0f x| [0 x|~ |6®
0 0 0 1] [xa ) | Xa &
4 4
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Algoritmul Gauss-Jordan modificat - idee (1) Algoritmul Gauss-Jordan modificat - idee (2)

Privind matricea A drept o matrice de coeficienti a unui sistem de forma
Ax = b, unde x,b € R", cunoastem deja c3 rezultatul sistemului nu se
modificd Tn urma executdrii unor transformdri elementare asupra lui A.

Asadar existd transformdrile Ey, ..., E,, u € N, alese astfel incat sistemul

< < . . . Fie A€ R™" n e N* o matrice patratic3 nesingulard pe care vrem s3 o
s3 se reducd la unul reprezentat de matricea identitate: ' ' P g p

inversim, adic vrem s3 calculim A~!. Daci notim A = [A I,,}, putem
Ey-Epr...B2-Er-A=1, refolosi deci .?rLtreguI .algoritm descris anterior pentru a compune in partea
dreapt3 a lui A matricea A~L.
Stim Tnsd cd, prin aplicarea elimindrii Gauss-Jordan, se reduce matricea A
la matricea identitate, asadar cunoastem algoritmul prin care s3 afldm
Ey,...,Eu Tnmultind cu A1 in ambele p3rti, g3sim urm3toarea formul3
pentru inversa lui A:

E, Eyr...B2-Er- Iy =A""
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Algoritmul Gauss-Jordan modificat - exemplu (1) Algoritmul Gauss-Jordan modificat - exemplu (2)

2 5 10 | 100
StmA=|-1 -2 =3 | 01 0
5 6 0 | 001
2 5 10 Pasul 1. Aj; # 0, deci nu e nevoie de pivotare. Se imparte prima linie la
S3 calculdm inversa matricei A= | -1 -2 -3 An =2
5 6 0 B - 1 25 5 | 0500
. _[2 5 10| 100 A1) = ZA(L)=A=|-1 =2 =3 | 0 10
Inainte de a Tncepe propriu-zis, definim A= -1 -2 -3 | 0 1 0 2 5 6 0 | 0 01
5 6 0 | 001
Se goleste prima coloand, adicd se executa:
= = - 1 25 5 | 05 00
A(2,:) = A(2,:) + A(L,: —
AR = AR)FARLD L Z g o5 2 | 05 1 0
A(3,:) = A(3,:) — 5A(L,:) 0 —65 —25 | —25 0 1
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Algoritmul Gauss-Jordan modificat - exemplu (3) Algoritmul Gauss-Jordan modificat - exemplu (4)

1 25 5 | 05 00
StmA=1{0 05 2 | 05 1 0 10 5] -2 -50
0 —65 —25 | —25 0 1 StmA=01 4 | 1 2 0

Easul 2. Ay # 0, deci nu e nevoie de pivotare. Se imparte a doua linie la 00 1 [ 4 131

Az =0.5: Pasul 3. As3 # 0, deci nu e nevoie de pivotare. Se imparte a treia linie la
Aszz = 1, adicd nu modificdm nimic. Se goleste a doua coloana:

1 25 5 | 05 00
A2,)) = 2A2,)= A= |0 1 4 | 1 20 =< = — 100 | 18 60 5
’ ) A(l,: A(L,:) +5A(3,: —
0 65 25 | 25 0 1 AL = AL +5AG) 2 g 1 o | 15 50 4
A(2,:) = A(2,:) — 4A(3,:) 001 | 4 13 1
Se goleste a doua coloand, adica se executa:
1 ) 2 5 10 18 60 5
A(L,:) = A(L,:) — 2.5A(2,1) — 0 5] -2 -50 Asadar, dacs A= | -1 -2 -3|,atunciA"l= |-15 —50 —4
— _— —y =A=|01 4 | 1 2 0 5 6 0 4 13 1
A(3,:) = A(3,:) + 6.5A(2,:) 00 1 | 4 13 1

Valentin-loan VINTILA Eliminarea Gaussiand 14 martie 2023 (Lab. 3) 55 /60

Valentin-loan VINTILA Eliminarea Gaussian3 14 martie 2023 (Lab. 3) 56 / 60




Algoritmul Gauss-Jordan - concluzii Pentru data viitoare

Data viitoare vom avea timp suficient sa discutam.
@ Aduceti-va laptopurile!
@ OBLIGATORIU, s aveti codul scris S| INTELES pentru G, GPPS
si Gauss-Jordan modificat.

@ VA VERIFIC (..si depunctez...) (SA NU VA COPIATI CODUL DE
LA UNUL LA ALTUL!)

Pentru bonus, am I3sat 2 exercitii in prezentare!

Complexitate? O(n®) - foaaaarte rapid!

il folosim in practica? DA!
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Pentru aceste prezentdri, am utilizat: Multumesc frumos pentru atentie!

Q Cirtile Matrix Decomposition and Applications, respectiv Numerical
Matrix Decomposition and its Modern Applications: A Rigorous First

V3 rog frumos s3 completati formularul de feedback!
Course ale lui Jun Lu.
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