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Chestiuni organizatorice (1)

Deoarece a avut loc si primul curs, stim ca laboratorul valoreaza:
@ 1p, dacd dati partial;
o (probabil) 2p, daci nu dati partial.

Indiferent, notarea la laborator se va face astfel:
o Lucrare neanuntat3 din matrice - 50%;
o Lucrare neanuntatd din functii - 50%;
e Bonus la laborator - pan3 la 50%.

Nota se trunchiazi la 100%.
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Matrice ortogonale

Definitie (matrice ortogonald)

Fie Q € R"™*" n € N* o matrice nesingular3. Aceasta se consider3
ortogonala daci si numai daci Q1 = Q7.
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Matrice ortogonale - proprietati

Avand in vedere definitia matricelor ortogonale (Q~% = QT), reies
urma3toarele proprietati:

Q@ QQ" = Q7 Q = I, (din proprietitile inversei);
@ det(Q) = £1 (demonstratia la tabld);
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Cuprins

o Ce este factorizarea QR?
@ Factorizarea Gram-Schmidt
© Factorizarea Householder
@ Factorizarea Givens

© Bibliografie
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Chestiuni organizatorice (2)

Punctajul pe laborator se anuleaza COMPLET si IREVOCABIL:
@ Daca nu aveti minim 8 prezente la laborator;

o Daca ati copiat la oricare dintre lucrari (teste/teme).

Tn cazul din urms, va fi Tnstiintat si cadrul didactic.
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Matrice ortogonale - exemplu

Spre exemplu, urm3toarea matrice este ortogonala:

06 —0.8
Q= [0.8 0‘6]

Cum demonstrim? Calculim Q7 si verificim c3 aceasta este de fapt
inversa, adici QQT = QT Q = k:

0.6% + 0.82 0
r _[06 08 QT = { s
QT = [70_8 0.6] = 0 0.82+ 0.6
analog, QTQ =h
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Factorizarea QR

Pentru o matrice A € R™", n € N, ne propunem s3 gdsim doud matrice
Q € R™"si R € R™" astfel incat:

Q Q s3 fie ortogonala;
@ R sa fie superior triunghiulara;

@ Produsul s3 revind in A, adica .

Valentin-loan VINTILA Factorizarea QR 7 martie 2023 (Lab. 2) 8/61




Factorizarea Gram-Schmidt - istorie

Din punct de vedere istoric:
o Jgrgen Pedersen Gram publicd in 1883 metoda;
@ Erhard Schmidt publica o hartie in 1907 ce face cunoscut algoritmul.

Jgrgen Pedersen Gram (1850-1916) Erhard Schmidt (1876-1959)
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Produs scalar Vectori ortogonali

Definitie (produs scalar)

Fie u, v € R" doi vectori, n € N. Definim produsul scalar al acestora prin: Definitie (vectori ortogonal)
T Fie u, v € R" doi vectori, n € N. Acesti vectori se considerd ortogonali
(u,v) =u'v unul fat3 de cel3lalt dac si numai dac3 produsul lor scalar este egal cu 0:
uy Vi
Cu alte cuvinte, dacdu= | : [ siv= | : |, atunci: (u,v) = u'v=0
Un Vn

In acest caz, se noteaza u L v.

n
(u,v) = Z U Vi
k=1
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S3 consideram o multime de vectori din subspatiul R”, unde n € N*, ce
formeazd o baz B = {ay,...,an}.

Definitie (norma Euclidiand)

. n - TR — . . o . . .
Fie u € R" un vector, n € N. Definim norma sa (Euclidiand) prin formula: Factorizarea Gram-Schmidt isi propune s3 genereze o bazi ortonormat3

Q ={qy,...,q,} In functie de baza B.
[luf| = /{u, u)

Fiecare vector a; din baza B, Vi = 1, n, va trece printr-un proces de

” . . . . transformare, descris foarte simplist prin intermediul acestor doi pasi:
Dac3 u,v € R” sunt ortogonali (u L v) si |Ju|| = ||v|| =1, acesti vectori plist p pas

se numesc ortonormati. ai—vi—ql, Vi=1n

Valentin-loan VINTILA Factorizarea QR 7 martie 2023 (Lab. 2) 13 /61

Valentin-loan VINTILA Factorizarea QR 7 martie 2023 (Lab. 2) 14 /61

Algoritmul Gram-Schmidt - vectorial (2) Algoritmul Gram-Schmidt - exemplu (1)

Vrem -ai — Vi —q; - res!)ect‘é7m urmatorul set de reguli: . ‘ Stim B — Z , g 7 3 . Vrem Q = {ay, a2, a3
@ Fiecare vector a;, Vi = 1, n, se va transforma pe rand, adic3 ntéi a;, 0 8 0

apoi ap, apoi as etc.;
@ Vectorul v; (i > 1) va proveni din a; si va fi ortogonal cu fiecare
vector vi,...,vj_1 aflat Thaintea sa; prin conventie, vi = ap; .
Lo Viel P " 1 1_ Pasul 1. Calcularea lui qq:
© Vectorul q; va reprezenta normalizarea lui v, asadar q; = H“:—'H
]

3/5 0.6
°q, = H:iH = |4/5| = |08
Corolar. v; Lvjs v L q 0 0
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Algoritmul Gram-Schmidt - exemplu (2) Algoritmul Gram-Schmidt - exemplu (3)

3 6 0 0.6
Stim B = 41,10(, (7] . Vrem Q = {q; = |0.8] ,d,q3}. 3 6 0 0.6
0 8 0 0 Stim B=1«¢ |4|,|0]|,|7] 7. Vrem Q ={q; = [0.8] ,d,,q3}.
0 8 0 0

) Pasul 2. Calcularea lui gy:
Pasul 2. Calcularea lui qj:
@ vy =az — a21q;

evy lvi=vy lq; & (vy =0 (din corolar);
2 1 210 (v2,47) (di ) o az1 = (ap,q;) = 3.6

@ ap (poate) depinde de qy, deci:

3.84

az = vy + a21q; = V2 = a — a21q; ° ‘VZ =2 (a,q) a ‘ sau, numeric, vz = | ~2.88
@ Din aceste ecuatii: 0.4116
(v2,q1) = 0= (a2 — a2195,q7) =0 ® G2 =y ~ |~ 0:3078
0.8575

= (a2,q1) —a21-(q1,91) =0

o Stim insd [|qy|| = 1 = az = (ap,q;) = 3.6
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Algoritmul Gram-Schmidt - exemplu (4) Algoritmul Gram-Schmidt - exemplu (5)
3 6 0
Stim B = 41,10(,|7]| p. Vrem
0 8 0
0.6 0.4116
Q={a; = |0.8],q, ~ |—0.3078| ,q3}. Analog, pentru qs: 3] [6] [0
0 0.8575 Prin calcul, ajungem de la baza B = 41,101, {7 la baza
0 8 0
0.6 0.4116 —0.6865
@ v3 L vy si vz L vy sau, prin corolar, v3 L qq si v3 L gy, deci: Q= 0.8|,|—0.3078| , | 0.5154
0 0.8757 0.5129

a3z = v3 + a31q; + @32q = V3 = a3 — a31q; — @320

se va reduce la:

vi=a3— (a3, a;) -G; — (a3,0p) - G|
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Algoritmul Gram-Schmidt - generalizare Factorizarea Gram-Schmidt

Vrem A = QR, unde @ este ortogonala si R superior triunghiulara.

in baza exemplului anterior, concluzion¥m c3: . . . . .
Aplicdm algoritmul GS considerand baza initiald B = {ay,...,a,}, adic3

i1 vectorii coloand componenti ai matricei A.
Vi = aj (K, ) -+ A
kzz:l ’ Obtinem baza ortonormatd Q, adicd matricea ortogonala Q.
Evident, q; rimane q; = H:i\l 0, i>j
Matricea R = (r;j) devine < ||v||, i =j (ca temd, puteti verifica).
(aj,qi), i<j
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Factorizarea Gram-Schmidt - concluzii Factorizarea Gram-Schmidt modificata

Pentru a fi folositd factorizarea GS, se modificd ordinea operatiilor.

Complexitate? O(n%) Stim rj = (aj, qy).

O folosim in practica? NU! E instabild numeric! Mai stim qi L q; = (ak, g;) = 0 = (rijak, @) = 0.
i—1
Asadar, rj; se rescrie ca | rjj = <aj - Z IkjGks qi> .
k=1
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Factorizarea Householder Alston Scott Householder

Schimb3m abordarea si cutdm o alternativd pentru GSM, intrucat acesta
este Tn continuare instabil numeric.
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Alston Scott Householder (1904-1993)
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Reflector Householder Reflector Householder - proprietati

Definitie (reflector Householder)

Fie un vector u € R", n € N*, cu norma sa euclidian3 ||u]|. Atunci, se Cateva proprietdti ai reflectorului Householder cuprind:

defineste matricea H € R"*" astfel incat: @ Simetria: H=H"
@ Ortogonalitatea si involutia: HTH = HHT = I,

uu” uu”

= =R =
fluff2 ™

H=l—2- u
o Demonstratiile riman ca tem3!

Matricea H se numeste reflector Householder.
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Reflector Householder - geometric Demonstratie Householder geometric (1)

Fie u,v € R? alesi astfel incat u L v si ||ul| = 1.

Orice vector x € R? poate fi descompus ca x = xy + X, unde x, | vsi
Produsul Hx (cu H reflector si x vector) va reflecta vectorul x relativ Xy || u. Deoarece x,, este proiectia lui x pe u avem:

fatd de planul perpendicular pe u.

uu
X = UUTX

S3 demonstram cazul 2D... [|ul|

Aplicdm acum transformarea Hx:

Hx = (I —2uu")(x, +uuTx) = x, —uu’x = x, — X,
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Demonstratie Householder geometric (2) Aflarea relfectorului

Fie x,y € R" (n € N*) astfel incat Hx =y, unde H este un reflector
Householder. Atunci:

H= I,,—2uuT, unde u = X7y
[Ix —yl|

Demonstratia se face prin simpla inlocuire.

Hx

Interpretarea geometrica a reflectorului Householder. Cu turcoaz este desenat
"planul” (dreapta) perpendicular(3) vectorului u.
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Fundamentul factorizarii (1) Fundamentul factorizarii (2)

Continuand recursiv pe matricea B (cu vectorul e din baza subspatiului
Fie A= [al a ... a,.] € R"™" sj vectorul ey din baza subspatiului aritmetic ]R”’l), obtinem:
aritmetic R” (n € N*). Vrem a; — ||a1||e;. Cum?

7 by —pe1
T a1 —piey ’ uz:bi$I p2 = [lbz
(o= 1o~ 2mu]] unde iy = (BP0, = by~ paea]

B
la1 — preq]|

. . 1 0 .
Aplicind operatia H; A, obtinem: si, daca Hr = 0 ’_72 , obtinem:
Ry ». Rlx(n—l)
HA = [Hiay Hiap ... Hian| = %1 Blé'ﬂ&(enfl)x(nfl) p1 Ri2 Rizn
HoH1 A = [H2H1a1 HoHiay ... H2Hlan} =10 R2,3:n
0 O C
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Fundamentul factorizarii (3) Factorizarea Householder

De exemplu, pentru o matrice 4 x 4, procesul va ardta cam asa:

Vrem A = QR, unde @ este ortogonala si R superior triunghiulara.

XK X X X K X X X . . < b
A N 8N X A 0 ¥ X X Devine evident ca R = H,_1Hp—> ... H1A.
TlrrrR T 0 R RR Stim
X XK X K 0 X X X ' '
@ Produsul de matrice ortogonale este o matrice ortogonala
X XK K K (demonstratia la tabls);
2 _ T_ T —
— HyHi A= 0 X X K = @ H?*=HH" = H"H = I, (unde H este reflector Householder).
0 0 X X
0 0 X X

Obtinem Q = HiH. ... Hy—1 (demonstratia se face prin calcul).
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Factorizarea Householder - exemplu (1) Factorizarea Householder - exemplu (2)
2 4 5
Fie A= |1 —1 1 |. Vrem s3gisim Q,R € R3 astfel incat A= QR.
2 4 5 2 1 -1
Fie A= |1 —1 1 |. Vrem s3gisim Q,R € R3 astfel incat A= QR. Pasul 1. Calculdm H; si B.
2 1 -1
~ o T . .
Pasul 1. Calculsm Hy si B. Trecand la Hy = I3 — 2uju; obtinem:
. T . 100 -1 1 -1 -2
Stima; =[2 1 2], deci py =|lay|| = 3, asadar: H=1lo 10 7% 1)1 1 2}:% 101 2
= 001 2 -2 2 4
uy = AL e _ 1 1 .
1= 7”31 el Ve ) Calculdm H; A pentru a afla B:
3 33
HA=|0 0 3 :SB:[g g]
0 3 3
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Factorizarea Householder - exemplu (3) Factorizarea Householder - exemplu (4)
2 4 5
Fie A= |1 —1 1 |. Vrem s3gisim Q,R € R3 astfel incat A= QR.
2 1 -1
2 4 5 _
Pasul 2. Calculim Hz si R.
FieA= [1 —1 1 |.Vrem ssgisim Q,R € R3 astfel incat A = QR. asul 2. Calculim K, si
2 01 -1 .
Pasul 2. Calculim Hj si R. Calculdm rapid F; si Hy:
100
Stimby = [0 3], deci py = ||by| = 3, asadar: = [F = [ y=[° Yom=1o o1
01 1 10 010

by — poe 1 [-1
uy 27921,7[1

= = amintim c3 e; € R?
e~ vl 1] ¢ )

Calculdm si matricea R:

1
R=HHA=3 |0
0

[ R
— e
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Factorizarea Householder - exemplu (5) Factorizarea Householder - concluzii

2 4 5
: 3
Am obtinut deci c3 matricea A= |1 —1 1 | se descompune QR Complexitate? O(n*)
2 1 -1
O folosim in practica? DA! Este foarte stabila si rapida!
1 2 2 1 111
astfel: Q=HiH,==> 1|1 -2 2 $iR=H2H1A=3 011 . . N .
3 5 _1 -2 00 1 ...si atunci de ce nu se incheie prezentarea?

Valentin-loan VINTILA Factorizarea QR 7 martie 2023 (Lab. 2) 41 /61 Valentin-loan VINTILA Factorizarea QR 7 martie 2023 (Lab. 2) 42 /61

Wallace Givens Matrice Givens 2D (1)

Ideea principald este de a roti un vector in plan folosind o matrice.

Pentru a roti un vector x € R? cu ¢ € R radiani, folosim:
cos sin
G, - [ ¢ v

. ] (demonstratia rimane ca temd).
—singp cosep

-]

James Wallace Givens, Jr (1910-1993)
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Matrice Givens 2D (2) Eliminarea unei coordonate in 2D

Fie x = [;(1} siy= [HSH] doi vectori alesi astfel incat y = Gx.
2

X1 X1

cos si |si 2 X2
= —— = —————15i |Sihp =
PTIN T e v

G +3| g+

Aceste formule se dovedesc rapid:

Rotirea lui x in sensul acelor de ceasornic cu ¢ radiani, y=Gx= cosy sing | [xi| _ [1x[|
folosind matricea G, adicd Gx —sinp cosp| |x2 0
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Matrice Givens (1) Matrice Givens (2)

Matricea de rotatie 2D poate fi generalizatd pentru mai multe dimensiuni,
rotind un vector in planul definit de coordonatele i si j:
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1 ... 0 .. 0 ... 0] cosp, a=b=isaua=b=j
S : i : .o sin g, a=i,b=j
0 ... cos¢ ... sinp ... 0 8ab = —sing, a=j, b=i
Gi= |+ - : : S 1, a=b,a#ia#]
0 ... —sinp ... cosp ... O 0, n rest
0 ... 0o ... 0 .. 1]
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Eliminarea unei coordonate (1) Eliminarea unei coordonate (2)

X1
Asadar, pentru a elimina coordonata j si a o pastra pe i

X;j COS  + X; sin ¢
Simpla operatie conduce catre: Gjx = : 7 i G
—X; sin ¢ + Xj cos ¢ Gjx= | 1|, unde yx = {0, k=j

: Yn Xk k#i, k#j

Xn

Vrem s3 elimindm partea cu rosu.
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Eliminarea unei coordonate (3) Eliminarea unei coordonate (4)

La modul general, operatia x — ||x||e; devine: La modul general, operatia x — ||x||e; devine:
X243+ X2 X+ xE o+ X [Ix]|
0 0 0
G12X: —)(G13'G12)X: 0 — ... (Gl,,...Glg,-Glz)X: 0 = 0
Xn 0 0

Valentin-loan VINTILA Factorizarea QR 7 martie 2023 (Lab. 2) 52 /61

Valentin-loan VINTILA Factorizarea QR 7 martie 2023 (Lab. 2) 51 /61

Factorizarea Givens (1) Factorizarea Givens (2)

Vrem A = QR, unde @ este ortogonala si R superior triunghiulara.

Vrem A = QR, unde @ este ortogonala si R superior triunghiulara.
Ris } Ri2 Ri3n
,2:n

Aplicim algoritmul Givens considerand A= [a; a2 ... a,] € R™". Continuand recursiv, Gz [ By H%ZH Rz(,:a;n
Definim matricele Gy, ..., Gy—1: Asadar, |R = Gp—1...GiIA|
Gk = GknG(n-1) - - - Gk(k+1) Se poate demonstra ca:
Prin G1A ajungem la forma: n
_ T . T T _ T
GA=[Ga; Gay ... Ga,| = [H?H ng”’], Q=66 ...¢] =]]g
i=1

Puteti demonstra rezultatul ca temd!
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Fundamentul factorizarii Givens (1) Fundamentul factorizarii Givens (2)
De exemplu, pentru o matrice 4 x 4, procesul va ardta cam asa: Putem ns3 s3 vedem lucrurile mai in profunzime:
X X X X X X X KX X X X X X X X X
X X X X 0 X X X XX XX 0 X X KX
A~k g R |79 0 8 B R Afle r R |78 R R
X X X X 0 X X X X X X X X X X X
X X XK X X X X X
0 X X K |0 X KX
— GG A= 0 0 @ X — — G13612A "0 R ¥ ® —
0 0 X K X X X X
...deci la fel ca la Householder! Avem deci acces la granularitate!
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Factorizarea Givens - exemplu Factorizarea Givens - concluzii

Ca temd, puteti s3 factorizati Givens urmatoarea matrice:
Complexitate? O(n%)
0 -1 1
O folosim in practica? DA!

A=14 2 0

3 4 0
Cand o preferam in detrimentul Householder? (dau bonus!)

0 —0.447 0.894 5 4 0
MATRICE SPARSE

0.8 —0.537 -0.268| - |0 2236 —0.447

Veti obtine: A =
0.6 0.716 0.358 0 0 0.897
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Pentru cine si-a notat... Bibliografie

Am |3sat In aceastd prezentare 5 exercitii si/sau demonstratii ca tem3. Pentru aceste prezentdri, am utilizat:
Q@ Cirtile Matrix Decomposition and Applications, respectiv Numerical
Matrix Decomposition and its Modern Applications: A Rigorous First

Cei care le lucreazs individual pan3 data viitoare si le aduc scrise pe o
Course ale lui Jun Lu.

hartie semnata, pot primi pan3 la 15% din bonus!
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Multumesc frumos pentru atentie!

V3 rog frumos s3 completati formularul de feedback!
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