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Obiectivele temei de casa

Prima tema de casa la Metode Numerice vizeazad urméatoarele obiective:

e Familiarizarea cu mediul de programare GNNU Octave si facilitatile oferite de acesta;

e Folosirea matricelor si a sistemelor de ecuatii liniare pentru a modela probleme reale, intalnite in viata
de zi cu zi, precum lanturile Markov;

o Introducerea in invitarea supervizata'.

Changelog

e 03.04.2023: S-a publicat tema 1, momentan fara checker.

e 04.04.2023: S-au addugat mici clarificari pentru functiile si prezentarea task-ului 2.

e 06.04.2023: A fost modificata precizarea din enunt cu privire la valorile pe care le poate lua start _position
(task 1, heuristic greedy).

e 07.04.2023: S-a adidugat in mod explicit o functie noud, ajutdtoare, pentru a parsa fisierul .csv si
testa functia gradient descent (task 2).

e 08.04.2023: A fost modificat sistemul de ecuatii ce precede ecuatia (2) (1.3.3) pentru a corespunde
cu forma matriceala.

e 17.04.2023: S-a addugat un exemplu de (fisier .csv)

e 24.04.2023: A fost adiugat checker-ul temei 1. Il puteti gasi aici.

e 24.04.2023: A fost addugatad in enunt o precizare referitoare la determinarea erorii in layer-ul 2 (task
3).

e 04.04.2023: A fost addugatd o restrictie la implementarea pentru task-ul 1: este interzisd folosirea
functiei dlmread pentru rezolvarea acestui task.

len. Supervised ML
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1 Markov is coming ... (40p)

1.1 Enunt

Dupi ce a obtinut note foarte bune la materiile de pe semestrul intai (In mod special la programare si
la algebrd liniara), Mihai s-a decis si isi ocupe timpul cu o problem3 interesantd, pentru care isi propune s
gaseasca o solutie cAt mai performanta.

Fiind pasionat de tehnologie, el si-a cumparat un robotel pe care il poate programa dupa cum doreste.
In timpul liber, a mai construit si un mic labirint pe care intentiona si testeze robotelul.

Acum, Mihai doreste sa plaseze robotelul undeva in labirint si sd-1 programeze astfel incat sa aleagi, la
fiecare pas, cea mai buna directie pentru a reusi sa evadeze. Robotelul se considera evadat daca gaseste una
din iesirile consancrate ale labirintului.

Pentru cd Mihai nu este incd familiarizat cu algoritmii avansati de ciutare (cici acestia se Invatd abia
in anul 2), isi propune sa plece de la o problema mai simpla, iar apoi s& implementeze un algoritm simplu,
astfel: Avand la dispozitie un labirint si o pozitie de plecare, care este probabilitatea ca robotul meu sa
ajungi intr-o zond de castig, dacd la fiecare pas el alege o directie aleatoare de deplasare dintre
cele disponibile? De asemenea, cum as putea folosi probabilitatile determinate anterior pentru determinarea
unei cai pentru robot prin labirintul meu, intr-o maniera mai eficienta decat o ciutare exhaustiva ?

1.2 O explicatie vizuala

H —
j__lLl
L 111

[A]

Figura 1: Exemplu de labirint

Sa presupunem labirintul de mai sus, foarte simplu reprezentat sub forma unei matrice patratice, in care
pozitia de plecare a robotelului nostru este coltul din stanga—sus. Consideram ca punctul de pornire are
coordonatele (1,1). Robotul va alege la fiecare pas si se mute intr-o nous celuld a labirintului pe care nu a
vizitat-o anterior, putand sa se deplaseze cate o patratica in sus, in jos, la stanga sau la dreapta, insa nu are
voie sd mearga pe diagonald.

Spre exemplu, din pozitia de start, acesta va vizita celula de coordonate (2, 1), apoi celulele de coordonate
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(3,1) si (4,1), iar apoi va alege intre cele 2 celule adiacente pe cea care are probabilitatea mai mare de a
ajunge la o iesire castigatoare din labirintul nostru. Iesirile in cadrul problemei studiate sunt de 2 tipuri:

e Jesiri care duc la castig. Ele sunt iesirile marcate cu verde pe figura de mai sus, si se suprapun tot
timpul cu limita superioari, respectiv cu cea inferioard ale labirintului. In momentul in care robotul
alege sd iasd din labirint pe una dintre aceste iesiri, se poate spune ci acesta a castigat (probabilitatea
de castig este 1).

e Iesiri care duc la pierderea jocului. Ele sunt iesirile marcate cu rosu pe figura de mai sus, si
se suprapun tot timpul cu limitele laterale (stanga / dreapta) ale labirintului. In momentul in care
robotul alege sa iasd din labirint prin una dintre aceste iesiri, se poate spune ca acesta a pierdut jocul
(probabilitatea de castig in aceastd stare este 0).

In interiorul labirintului, pot exista si pereti care si nu permitd trecerea robotelului intre 2 celule
adiacente din punct de vedere spatial. Spre exemplu, in figura de mai sus, nu se poate merge din celula
(1,1) direct in celula (1,2). Astfel, in orice moment de timp, robotul va avea un numdir de cel mult 4
alegeri corespunzitoare directiilor in care se poate deplasa, din care acesta o poate alege complet aleator (cu
probabilitate egald) pe oricare dintre ele.

1.3 Referinte teoretice
Pentru modelarea situatiei prezentate vom folosi lanturi de probabilitdti, cunoscute sub denumirea de
lanturi Markov. Lanturile Markov sunt deosebit de utile in teoria probabilitatilor, avand aplicatii in

domenii precum economie, fiabilitatea sistemelor dinamice, respectiv in algoritmii de inteligenta artificiala.
Google Page Rank este, de asemenea, o forma modificatd a unui lant Markov.

0.3

0.7

C®
0.6

Figura 2: Ilustratie simpla a unui lant Markov

Structura de date de baza in cadrul lanturilor Markov este graful orientat, in care nodurile reprezinta
stérile, iar fiecare muchie existentd intre doué stari reprezinté o probabilitate nenulé de trecere de la o stare
initiald la o stare finald. Evident, pentru orice stare, suma tuturor probabilitatilor de tranzitie este egala cu
unitatea. Matematic, acest lucru se poate reprezenta astfel:

n
Zpij =1,vVieln (1)

Jj=1
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Putem astfel sd aplicim o idee asemanatoare si in problema noastrd. Vom asocia fiecarei celule a
labirintului céte o stare si vom numerota starile, incepand cu coltul din stanga-sus, ca in figura de mai jos:

1 2 3

Figura 3: Exemplu de numerotare a unui labirint de dimensiune 3 x 3

In afarad de stérile corespunzitoare amplasarii robotului intr-una dintre celulele labirintului, vom mai
avea nevoie de doud stari suplimentare:

e Starea WIN. Aceasata va fi starea in care putem considera ca am céstigat, din care nu mai putem
iesi ulterior;
e Starea LOSE. Aceasta va reprezenta starea in care putem considera cid am pierdut.
Odata adaugate si acestea in graful nostru orienat, discutdm de urmatorul lant Markov:
1
ﬁ 1

1/3

STATE 3

1/3 1

i1 \\ﬁ\
1/2 1

113 1/3

1
13
12
/3
/ STATE 9
13

1/2
-
1

1/2

Figura 4: Lantul Markov asociat exemplului de labirint din fig. 5

Pentru acest lant Markov (care, din punct de vedere abstract, reprezintd un graf orientat in care fiecare
muchie are o anumitd greutate, egald cu probabilitatea descrisd mai sus), avem nevoie de o caracterizare
concreti (cu alte cuvinte, de un mod de stocare) care s ne ajute in retinerea efectivi a lantului. In continuare,
vom prezenta citeva caracterizari posibile.
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1.3.1 Matricea de adiacenta

Matricea de adiacentd a unui graf orientat, asem&natoare cu conceptul de matrice de adiacentd a unui
graf neorientat, se poate defini prin urmatoarea relatie:

1, daca exista o tranzitie din starea ¢ in starea j

A= (A;), ..~ €{0,1}"*"™, unde A4;; =
( 'LJ)’L,]ELTL { } 1] {0’ altfel

In situatia grafului din fig. 4, reprezentat prin 11 stiri (9 stari corespunzitoare celulelor labirintului,
respectiv 2 stiri suplimentare, WIN si LOSE, in aceasta ordine), matricea de adiacentd A a grafului este
din {0, 1}11*! si are urmatoarea forma:

b

I
OO OO OO OO OO
OO OO OO OO OO
[N eoNeNoNolti oo Noll )
OO OO R OHOO O
DO OO O OHRHOOO
oo oo, OF,OOo
DO O OO OO O
OO RO OO0 OoOOoOo
DO OO, OO OO
O OO OOoOOoOOoOOoO
O OO0 OoOF,OO

Se observa cd sectorul A(1: 9,1 :9)? este simetric, intrucit peretii nu sunt unidirectionali (daca tranzitia
de la starea i la starea j este posibild, atunci si tranzitia inversi este posibild).

1.3.2 Matricea legaturilor

Matricea legaturilor reprezintd o forméa mai potenta a matricei de adiacenta, fiind foarte asemanatoare
cu aceasta — singura diferentd este datd de semnificatia elementelor ce o populeaza. In cazul matricei de
legaturi, elementele sunt chiar probabilitatile de tranzitie de la o stare la alta in lantul Markov. Folosind
notatia de probabilitate p;; introdusd anterior (ec. 1), ea se defineste astfel:

pij, 0<py <1

I — i»..feo,lnx"L@Li':
(p J)z,]Gl,n [ ] J {O7 altfel

Pentru exemplul de lant din fig. 4, matricea legaturilor este urmitoarea:

[0 0 0 % 0 0 0 0 0 12 0]
o 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 Y5 0 0 0 Y5 0 0 0 0 13
30 0 0 Y5 0 153 0 0 0 0
0 0 0 % 0 Y 0 0 0 0 0

L=]/0 0 Y 0 5 0 0 0 13 0 0
0 0 0 15 0 0 0 15 0 13 0
0 0 0 0 0 0 2 0 Y2 0 0
0 0 0 0 0 Y5 0 Ys 0 0 1L
O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1]

2Am utilizat notatia standard din Octave, adicd A(1 : 9,1 : 9) se referd la submatricea formats din intersectia primelor 9
linii cu primele 9 coloane.
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Observam ca matricea este o matrice stochastica pe linii®., ceea ce ii aduce o multime de proprietati
interesante, discutate deja in cadrul cursului de Metode Numerice.

1.3.3 Sistem de ecuatii liniare

Pe langa abordarile anterioare, putem tine minte lantul Markov si ca pe o formulare ce se preteazi pe
un alt stil de problemé: rezolvarea unui sistem de ecuatii liniare.

Mai exact, sa considera un vector p € R™" reprezentand probabilititile de céstig pentru fiecare celula
din labirint, unde m € N* si n € N* sunt dimensiunile labirintului; spre exemplu, in cazul fig. 5, p € R".
Popularea acestui vector se face respectand numerotarea starilor descrisd anterior.

Sa experimentam putin cu cazul in care robotelul nostru se afla in starea 1. Atunci, el poate efectua
urmétoarele tranzitii / deplasiri valide prin labirint:

e Poate trece in starea 4, cu probabilitatea Y2;
e Poate trece in starea WIN si sd castige, tot cu probabilitatea Y.

Astfel, starea 1 va fi caracterizatd prin urmatoarea ecuatie:

1 1
p1 = §'P4+§'PWIN, dar pwin = 1
1 1
=D = §'P4+§

In mod similar, se pot scrie ecuatii pentru toate starile:

p1 :%'p4+%

P2 =D3

ps =3-p2+3 Do

D4 Z%'p1+%'p5+%'p7
ps =% -pit+iops

Do :%'p3+%'195+%']99
pr =%-pitiopsti
Ds %'p7+%'p9

Do %'p6+%'p8

Dupa cum ne-am obisnuit, putem trece acest sistem in forma sa matriceala:

p1 0 0 0 1 0 0 0 0 0] [m 12

Do 0O 0 1 0 0 0 0 0 0| [p 0

s 0 Y5 0 0 0 13 0 0 0| |ps 0

D4 30 0 0 13 0 Y3 0 O D4 0

ps|=10 0 0 12 0 12 0 0 0| -|ps|+]0 (2)
D6 0O 0 15 0 13 0 0 0 1 D6 0

7 o o0 0 Y3 0 0 0 13 0 7 1/3

D8 0o 0 0 0 0 0 Y2 0 1p D8 0

ps] 0 0 0 0 0 15 0 Yz 0] [p) [O]

3Suma elementelor de pe fiecare linie este egali cu 1

METODE NUMERICE Pagina 8 din 31



(¥

Tema 1: Metode Numerice Matriceale .

In sistemul anterior, vectorul termenilor liberi (evidentiat cu albastru) provine din acele elemente care
initial erau combinatii liniare de pwin-.

Am ficut toatd aceastd prelucrare in ec. 2 pentru a putea scrie urméatorul produs:
p=Gp+c

Aceasta forméa se preteaza perfect metodei Jacobi de rezolvare in care identificim G si ¢ drept matricea,
respectiv vectorul de iteratie. De aceea, vom opta pentru aceastd metoda iterativa pentru a solutiona
sistemul. In cazul nostru particular (fig. 5), raza spectrald a matricei G are valoarea p(G) ~ 0.85192, ceea
ce inseamnd ca Jacobi va converge.

Pentru cei curiosi, solutia este:

p1 ~ 0.84615
p2 ~ 0.15385
p3 ~ 0.15385
pg =~ 0.69231
ps ~ 0.50000
pe ~ 0.30769
p7 ~ 0.73077
ps =~ 0.50000
Py ~ 0.26923

1.3.4 Algoritm euristic de ciautare

Rezultatele de mai sus reflectd o intuitie evidenta: starile care sunt mai ,apropiate” de starea WIN
au o probabilitate mai mare de céstig, iar cele care sunt apropiate de starea LOSE au o probabilitate mai
micd. Acesta este motivul pentru care am putea gandi un algoritm de ciutare euristic cu ajutorul ciruia
robotul ar putea ajunge din pozitia initiala la una din starile castigatoare.

Un algoritm de ciutare euristic este un algoritm care nu ne furnizeazi o solutie optima (in cazul nostru,
un drum minim) pentru toate cazurile posibile, insd are avantajul de a fi foarte rapid in comparatie cu
algoritmii de ciutare exhaustivi (clasici).

Apelam la un algoritm greedy simplu, bazat de DFS, care are pseudocodul de pe urmétoarea pagina.

In pseudocodul de mai jos, parametrii functiei de cautare sunt urmatorii:

e start position, reprezentand pozitia de start a robotului in codificarea utilizata pana la acest moment
(un indice de la 1 la n - m inclusiv, unde n si m sunt dimensiunile labirintului);

e probabilities, prin care se intelege vectorul probabilitatilor fiecarei stari in parte, de lungime n -m + 2
(acesta este de fapt vectorul extins al probabilitatilor, spre deosebire de cel calculat anterior folosind
metoda iterativd — contine si probabilititile asociate starilor WIN, respectiv LOSE);

e adjacency matriz, matricea de adiacenta a labirintului propus, in maniera in care aceasta a fost
descrisa mai devreme.

Algoritmul intoarce un vector de indecsi reprezentativi celuleleor / starilor labirintului, urméand ca acestia
sé fie tradusi ulterior in perechi linie-coloand pentru a putea fi interpretati mai usor.
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Algoritm euristic

1: procedure HEURISTIC GREEDY (start position, probabilities, adjacency matrix)
2 path < [start_position]

3 visited|start _position| < True

4: while path is not empty do

5: position « top() / last element of the path vector

6 if position is the WIN state then

7 return path

8 if position has no unvisited neighbours then

9 erase position from the end of the path

10: neigh < the unvisited neighbour (with greatest probability to reach WIN) of the current position

11: visited|neigh] + True
12: path «+ [path, neigh]

13: return path (since there is no path to the WIN state)

In figura de mai jos, am evidentiat drumul pe care il va alege robotul, luand in considerare probabilitatile
calculate anterior (vom porni in acest exemplu din starea / celula 2).

Figura 5: Exemplu de drum obtinut folosind algoritmul euristic

1.3.5 Codificarea labirintului

Pentru a prelucra labirintul sub forma unor date de intrare, este necesara o reprezentare a labirintului
intr-o form& condensata. Astfel, Mihai se inspird dintr-un algoritm pe care l-a gasit intr-un alt context, cel
al graficii pe calculator, numit algoritmul Cohen-Sutherland.

Ideea preluata din algoritmul original este de a codifica binar zidurile ce separa celule adiacente spatial:
labirintul nostru poate fi stocat drept o matrice cu m X n intrari, numere intregi reprezentate pe 4 biti de
forma b3babybo(2), unde fiecare bit activ (setat pe 1) reprezinta o posibila directie de deplasare obturata de
un perete al labirintului. In cazul nostru, ne insusim urméatoarea codificare:

e Bitul b3 setat pe 1 indica un zid la nordul celulei;
e Bitul by setat pe 1 indicd un zid la sudul celulei;
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e Bitul b; setat pe 1 indica un zid la estul celulei;
e Bitul by setat pe 1 indica un zid la vestul celulei;

Figura 6: Reprezentarea directiilor in algoritmul Cohen-Sutherland, alaturi de un exemplu

In situatia labirintul nostru, codificarea ar fi:

0011
(3)

1101
(13)

1000
(8)

0001 1100 0010
(1) (12) (2)
0001 1100 0100
(1) (12) (4)

Figura 7: Codificarea peretilor labirintului pentru exemplul dat

Este foarte important si observati faptul ci peretii sunt bidirectionali (anume ci, desi o codificare
aleatoare ar permite tranzitii unidirectionale intre stari, noi vom trata exclusiv cazul peretilor care blocheaza
tranzitiile in labirint in ambele sensuri intre oricare stiri adiacente).

1.4 Cerinte

In urma parcurgerii materialului teoretic furnizat anterior, sunteti pregatiti sa implementati urmitoarele
functii in Matlab:

e function [Labyrinth] = parse_labyrinth(file_path)
Functia parse_labyrinth va primi o cale relativa cétre un fisier text unde se afld reprezentarea

codificatd a labirintului, asa cum a fost descrisa in sectiunea de teorie dedicata.
Formatul fisierului de intrare va fi urmatorul:
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1 m n

> 111 112 1_13 ... 1_1n
5 1.21 1.22 1 23 ... 1 2n
131132133 ... 1 3n
6 1. ml 1 m2 1 m3 ... 1 mn

e function [Ad]j] = get_adjacency_matrix(Labyrinth)

Functia get_adjacency_matrix va primi matricea codificarilor rezultatd dupa pasul anterior
si va Intoarce matricea de adiacentd a grafului / lantului Markov.

e function [Link] = get_link_matrix (Labyrinth)

Functia get_link_matrix va primi matricea codificarilor unui labirint valid si va returna ma-
tricea legdturilor asociata labirintului dat.

e function [G, c] = get_Jacobi_parameters (Link)

Functia get_Jacobi_parameters va primi matricea legaturilor obtinuta anterior si va returna
matricea de iteratie si vectorul de iteratie pentru metoda Jacobi.

e function [x, err, steps] = perform_iterative(G, c, x0, tol, max_steps)

Functia perform_iterative va primi matricea si vectorul de iteratie, o aproximatie initiala
pentru solutia sistemului, o toleranta (eroare relativd maxim acceptabild pentru solutia aproximativi
a sistemului, intre doi pasi consecutivi) si un numar maxim de pasi pentru executia algoritmului.

e function [path] = heuristic_greedy (start_position, probabilities, Adj)

Functia heuristic_greedy va primi o pozitie de start (un index al unei celule / stri din
intervalul 1, mn), vectorul extins al probabilitatilor (incluzénd cele doud probabilitati pentru stirile
WIN si LOSE) si matricea de adiacentd a lantului Markov.

Va returna apoi o cale valida citre starea de WIN. Se garanteazi ca labirintul (si, implicit, graful
asociat) este conex, si deci va exista intotdeauna o cale de castig valida.

e function [decoded_path] = decode_path(path, lines, cols)
Functia decode_path va primi o cale validd (sub forma unui vector coloani) si dimesniunile

labirintului si va returna un vector de perechi (matrice cu doué coloane), fiecare pereche reprezentand
linia si coloana celulei cu codificarea data.

1.4.1 Restrictii si precizari
Inainte s& va apucati de lucru, ar fi bine sa luati aminte ca:

e Labirintul NU este neaparit patratic (numdarul de coloane nu trebuie si coincidd cu numarul de linii);
e Se garanteazd faptul ci labirintul este conex si ci existd mereu cate o cale citre iesirea / starea de
WIN si citre cea de LOSE;
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e Observati ca matricele de adiacenta si de legatura sunt matrice mari, dar rare. Este OBLIGATORIE
retinerea acestor matrice si a matricelor derivate (precum matricea de iteratie sau vectorul de iteratie)
sub forma unor matrice rare. Octave va oferd posibilitatea stocarii matricelor rare intr-o maniera
mult mai eficientd decit cea conventionald, anume prin stocarea elementelor nenule si a pozitiilor
acestora. De asemenea, exista functii specializate pentru lucrul cu matrice rare, pe care va incurajam
sa le descoperiti aici.

e Pentru toate functiile din cadrul acestui task, este interzisd folosirea functiei dlmread (din cauza
incompatibilitdtii rezultatelor ce pot apidrea intre diverse versiuni de GNU Octave). Folositi alte
modalitati de parsare in acest caz.

Pentru restrictiile general valabile, verificati sfarsitul acestui document.
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2 Linear Regression (40p)

2.1 Enunt

Avand o pasiune profunda si pentru Metode Numerice, Mihai este interesat atat de Invitarea Au-
tomata?, cat si de Inteligenta Artificiala®, si i-ar plicea sa le exploreze mai in detaliu (atat cat poate). Curios
din fire, acesta incepe sa citeascd despre cum poate si proiecteze un model de invitare automata care sa se
antreneze pe baza unui set de date existent ce are o anumita dimensiune.

Cu ajutorul unui algoritm de Invitare Automata SupervizataS, numit in literatura de specialitate Linear
Regression, Mihai doreste si inteleagi mai multe despre manipularea predictiilor si a erorilor’ ce pot
sa apara in prelucrarea computationala.

In esent#, Linear Regression poate fi interpretat geometric drept o dreapti (la ALGAED ati intalnit
notiunea de dreaptd de regresie) care minimizeaza radicalul sumei p#tratelor distantelor punctelor (datelor)
ce fac parte dintr-o multime de interes®.

Y R I S S I SR S S N SN SO S [ TR S S |

P PRSI
-10 10 20 30 40 50 60

-20
Figura 8: Reprezentarea graficid a unei drepte de regresie ce trece printr-un set de date.

Din punct de vedere functional, Linear Regression se ocupd de micsorarea, pana intr-o anumita
limitd, a functiei de cost si a pierderii (aceste concepte vor fi detaliate in paragrafele ce urmeazi).
Evident, existd mai multe tipuri de Linear Regression (precum regresia simplé, regresia multipla si cea
logisticd).

In urma cercetarilor sale, Mihai se hotaraste si foloseasci Multiple Linear Regression pentru a putea
face predictii cu privire la pretul apartamentelor din zona sa, intrucit nu mai doreste s locuiasca cu ai lui,
vrand sa isi manifeste independenta fata de ei.

O astfel de predictie poate fi scrisa sub forma unei functii kg : R® — R, cu @ € R"*!, functie ce se poate

4en. Machine Learning

Sen. Artificial Intelligence

6en. Supervised Machine Learning

7Conceptele de bias si variance

8 Acest fenomen este cunoscut si drept aprozimare in sensul celor mai mici patrate si va fi studiat in cadrul metodelor
numerice functionale (a doua parte a materiei).
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defini dupa cum urmeaza:
he(iL‘) =0+ 0121 + 02290+ ... +0,x, +¢

In scrierea anterioars, am folosit urmatoarele notatii:

e hg(x) reprezinta valoarea prezisi pentru functionalititile (x1,x2,...,x,) (acestea se mai numesc si
predictori sau features);
e 01,...,0, € R reprezinta coeficientii specifici modelului de invitare automatd (acestia mai poartd

denumirea de weights);

e 0y € R reprezintd valoarea lui hg(x) atunci cand toti predictorii sunt 0, adicd @ = 0 (in literatura
poartd numele de intercept);

e ¢ € R este eroarea (diferenta in modul) dintre valoarea prezisa si cea actuald a lui hg(x).

Ei bine, acesti coeficienti 6g, 01, ..., 60, ce formeaza 6 descriu cit de capabil este un model de invatare
automatd pentru a face predictii cAt mai bune (apropiate de realitate) dupa primirea de date noi, ce nu au
mai fost vdzute de citre acesta. Putem asadar sa definim functia de cost, o functie ce returneaza eroarea
dintre valoarea actuald si cea prezisa, si sd incercdm sa o minimizam.

Functia de cost J : R**! — R va avea urmaitoarea scriere:

m

J(0) = J (60,01, ...0,) = % 3 [ho (=) - y<i>]2

i=1
Am utilizat urmatoarele notatii in scrierea de mai sus:

e 01,...,0, € R reprezinta coeficientii specifici modelului, la fel ca mai sus;

e m € N* reprezinta numirul de antrenamente?;

e x(¥ reprezints intrarile pentru antrenamentele de ordin i € N0, ceea ce inseamna ci hg(z(?)) este
ipoteza (valoarea prezisd) pentru antrenamentul cu indexul ;

e () reprezinti iesirile pentru antrenamentele de ordin i € N.

NU confundati notatia () cu ridicarea la putere sau cu derivarea! Facem referire strict la indexul
(numarul) iteratiei curente.

2.1.1 Algoritmi de optimizare

Pe parcursul studiului sau, Mihai a mai descoperit si faptul ca existd anumiti algoritmi de optimizare
pentru a determina coeficientii modelului, si anume metoda gradientului descendent!!, respectiv Nor-
mal Equation.

Metoda gradientului descendent reprezinti o modalitate generald pentru optimizarea functiilor
convexe (In cazul nostru, o vom aplica functiei de cost), ce poate determina minimul local al functiei de
interes. Metoda utilizeaza o tehnica iterativa.

Avand in vedere ci functia de cost J(6) are un minim global unic, putem spune ci orice minim
local este, de asemenea, un minim global; cu alte cuvinte, functia de cost este convexa, iar acest lucru ne
garanteaza faptul ca orice metoda de optimizare va converge catre minimul global al functiei de cost.

Aceastd metoda isi efectueazi pasii in functie de gradientul functiei de cost si de valoarea aleasd pentru
rata de invatare, notata la noi cu a € R.

9
10
11

en. training samples
en. ith training example
en. Gradient Descent
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Amintim c& prin gradientul functiei de cost intelegem vectorul fomat din derivatele partiale in raport cu
01,...,0,. Cu alte cuvinte:

9J (g
661( ) 8J 1 m
_ OJ oy _ 1 @) _ @] .50 vieTh
vJ : , unde 89j(0) mé {hg(:c ) Yy } xz;’,Vjeln
,8‘] 0) i=1
dan(

Transformarea pe care aceastd metoda o propune este data de relatia:

oJ L
0;:=0;, —a- a—gj(G), Vieln

Normal Equation reprezinta o metoda care implica o ecuatie directa pentru a determina coeficientii
01,...,0, € R specifici modelului de interes. Aceasta tehnica este utild in situatia in care lucram cu seturi
restranse (mici) de date. Se cristalizeaza urmitoarea ecuatie:

0= (XTXx)"'xTy
unde:

e X € R™*™ reprezintd matricea ce stocheazd m vectori linie IB(i), 1 € 1,2,...,m, fiecare vector linie
avand n valori specifici predictorilor.

e Y ¢ R™*! reprezinta vectorul coloani ce retine m valori actuale.

e O ¢ R™ ! reprezinti vectorul coloana ce retine n coeficienti 6y,...,6, € R specifici modelului de
invatare automata.

O problema vizibila cu acest algoritm este cd determinarea inversei unei matrice implicd un cost computational
ridicat pentru seturi mari de date. Pentru a mitiga aceasta dificultate, vom folosi o altd metoda (prezentatd
la curs) pentru a rezolva sistemul, anume metoda gradientului conjugat!?.

Reamintim algoritmul in cauza:

Conjugate Gradient Method

1: procedure CONJUGATE GRADIENT(A, b, x_0, tol, max_iter)

2 7 b — Az©

3 oM O

4: T < g

5 tolsquared < tol?

6 k+1

7 while k£ <= maz;., and pUe)Tp(e) 5 tolsquared do
Fae)T - 1)

8: tr 7UkTAUk

9: ) ¢ D) g, (k)

10: ) (e gy Ay

F00 7.0

11: Sk NOSTETY

12: D) () 4 gy (®)

13: k+—k+1

14: return =

12NU uitati faptul c& aceasti metoda necesitd ca matricea sistemului si fie pozitiv definita.

METODE NUMERICE Pagina 16 din 31



Tema 1: Metode Numerice Matriceale

2.1.2 Regularizare

In domeniul Invatarii Automate, regularizarea reprezinta o metoda ce poate fi aplicata unui model de
invatare automatd astfel incat acesta sid devina mult mai general, adicd sa aiba eroarea de varianta cat
mai micd dupa introducerea de noi date in urma antrenamentului sau.

Figura 9: Reprezentarea graficd a unei drepte de regresie ce trece printr-un set de date de
antrenament (punctele verzi) si printr-un set de date de testare (punctele maro). Se poate
observa eroarea de variantd (radicalul sumei patratelor distantelor punctelor maro)

Avand in vedere cele mentionate, Mihai este interesat in doud tehnici de regularizare, Regularizarea
L1, respectiv Regularizarea L2.

Regularizarea L2, denumita si Ridge Regression, se referd la a gisi o dreapta de regresie care sa
treaca optim prin punctele care definesc setul de date de testare, introducénd, insa, o micd eroare de bias.
Cu alte cuvinte, dreapta gasitd nu va minimiza pe deplin radicalul sumei péatratelor distantelor punctelor
din setul de date de antrenament.

In esentd, aceastd metoda se axeazi pe micsorarea coeficientilor 6,61, ...,60, € R astfel incat acestia
sa fie apropiati de 0, efectul fiind slabirea dependentei dintre y® si anumiti x1,z9,...,x, din x| adica
iesirea de ordin ¢ € N va depinde mai putin de predictori.

Functia regularizata de cost Jra : R™*1 — R va avea urmitoarea scriere:

T22(8) = Jza(B0.01.. . 60) = -5 [ho (2) — 4] 423262
j=1

2m
=1

Unde:
o )\ Z] 105 2 reprezint# termenul specific regularizarii L2;

e )\ € R, este parametrul care controleaza puterea regularizérii, acesta se poate determina folosind
tehnica cross-validation, insd noi il vom oferi la partea de implementare.
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Regularizarea L1, denumita si Lasso Regression, este similard cu regularizarea L2, cu exceptia
faptului ca anumiti 6, 61,...,0, € R pot fi chiar 0, adica se poate elimina definitiv dependenta iesirii
de ordin ¢ € N de anumiti predictori. Scopul raméane acelasi, si anume micsorarea complexitatii modelului
de invatare automata.

Functia regularizata de cost Jr; : R®*! — R va adopta urmitoarea scriere:
m

Jr1(0) = Jr1(0o, b1, ....0,) = = > {y(i) — he (w(i))r + 2101,

m

i=1
Unde:

e ||0]|; reprezinta norma L1 a coeficientilor modelului, adica ||0]|; = |6o|+]01|+ - - - + |05
e )\ € R, este parametrul care controleaza regularizarea.

2.1.3 Format CSV
Pentru realizarea functiei care implicd metoda gradientului descendent, veti avea la dispozitie setul
de date de antrenare in format CSV.

Pentru a exemplifica, ilustram tabelar primele 24 de intrari (doar 9 coloane din cele 13) din setul de date
propus:

Price Area | Bedrooms | Bathrooms | Stories | Mainroad || Guestroom | Basement || Hot water
13300000 | 7420 4 2 3 yes no no no
12250000 | 8960 4 4 4 yes no no no
12250000 | 9960 3 2 2 yes no yes no
12215000 | 7500 4 2 2 yes no yes no
11410000 | 7420 4 1 2 yes yes yes no
10850000 | 7500 3 3 1 yes no yes no
10150000 | 8580 4 3 4 yes no no no
10150000 | 16200 5 3 2 yes no no no
9870000 8100 4 1 2 yes yes yes no
9800000 | 5750 3 2 4 yes yes no no
9800000 | 13200 3 1 2 yes no yes no
9681000 6000 4 3 2 yes yes yes yes
9310000 6550 4 2 2 yes no no no
9240000 3500 4 2 2 yes no no yes
9240000 7800 3 2 2 yes no no no
9100000 6000 4 1 2 yes no yes no
9100000 6600 4 2 2 yes yes yes no
8960000 | 8500 3 2 4 yes no no no
8890000 4600 3 2 2 yes yes no no
8855000 | 6420 3 2 2 yes no no no
8750000 4320 3 1 2 yes no yes yes
8680000 | 7155 3 2 1 yes yes yes no
8645000 8050 3 1 1 yes yes yes no

In acest caz, iesirea (variabila y) reprezintd coloana Price, iar predictorii x1,z9,...,z12 sunt toate

celelalte coloane.
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2.2 Cerinte

Avand in vedere expunerea suportului teoretic si problema ce se doreste a fi rezolvata, aveti de imple-
mentat urméatoarele functii:

e function [Y, InitialMatrix] = parse_data_set_file(file_path)
Functia parse_data_set_file va primi o cale relativa cétre un fisier text unde se afla datele

pentru un set oarecare.
Formatul fisierului de intrare va fi acesta:

1 m n

> ¥ 11 x 11 x 12 x_ 13 ... x 1n
5 Y 21 x 21 x 22 x_ 23 ... Xx_2n
¥ 31 x 31 x 32 x 33 ... x 3n
6 ¥Yml xml x m2 xm3 ... x mn

In acest caz, n este numirul de predictori, iar m se refera la numirul vectorilor de predictori
T1,%2,...,Zy sila dimensiunea vectorului Y de iesire. InitialMatriz reprezintd o matrice cu tipuri de
date distincte!, adica stocheaza atat tipuri numerice, cat si string-uri. Pentru a gestiona acest lucru,
puteti folosi tipul Cell din Octave.

e function [FeatureMatrix] = prepare_for_regression(InitialMatrix)

Functia prepare_ for regression modeleaza matricea anterioara astfel incat si contina doar tipuri
numerice. Cu alte cuvinte, fiecare pozitie din matrice ce contine string-ul ’yes’ se inlocuieste cu
tipul numeric (numéarul) 1, iar fiecare pozitie ce contine string-ul 'no’ se inlocuieste cu tipul numeric
(numarul) 0. Pentru pozitiile ce au aceste valori ’semi-furnished’, "unfurnished’ sau ’furnished’, acestea
se vor descompune in doua pozitii cu valori numerice de 0 si 1.

Fie urmaétoarele cazuri:

— Daca pozitia are valoarea ’semi-furnished’, atunci se va descompune in doud pozitii cu valorile 1
si 0.

— Dacé pozitia are valoarea ’"unfurnished’, atunci se va descompune in doud pozitii cu valorile 0 si
1.

— Daca porzitia are valoarea ’furnished’, atunci se va descompune in doua pozitii cu valorile 0 si 0.

Exemplu:

1 no 0 yes semi-furnished
2 no 2 no semi-furnished
yes 1 yes unfurnished

1+ yes 2 no furnished
5 yes 2 no furnished
s yes 1 yes semi-furnished
7 no 2 no semi-furnished

Inlocuind toate string-urile cu tipuri numerice, matricea de mai sus se va transforma in:
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Dupa inlocuirea tuturor pozitiilor cu valori numerice, rezultatul obtinut trebuie salvat in variabila
de iesire FeatureMatriz. Se observa ca s-a mai addugat o coloana, prin urmare s-a marit numaérul de
predictori cu 1.

e function [Error] = linear_regression_cost_function(Theta, Y, FeatureMatrix)

Functia linear regression_ cost_ function implementeaza functia de cost, asa cum a fost descrisd in
sectiunea teoretica, folosind cei doi vectori si o matrice:

— Theta, care reprezinta un vector coloana format din coeficientii 64,...,6, € R.

— FeatureMatrix, care reprezinti o matrice ce retine valorile unor predictori (adicd o linie i din
aceastd matrice reprezinti (9 descris in suportul teoretic).

— Y, care reprezinta un vector coloana ce contine valorile actuale, adici iesirile ce au un anumit
ordin.

Pentru simplificarea implementarii, puteti omite termenul care indicéd eroarea din cadrul functiei
he(x), iar Oy il puteti considera 0.
Se garanteaza faptul ca dimensiunile argumentelor sunt compatibile pentru a prelucra functia de cost.

e function [Y, InitialMatrix] = parse_csv_file(file_path)

Functia parse_csv_file va primi o cale relativa catre fisierul .csv unde se afld datele pentru setul
propus.

Formatul (partial) al acestui fisier se afli la pagina 18.

Exista functii Octave pentru a parsa, cu usurintd, astfel de fisiere.

e function [Theta] = gradient_descent (FeatureMatrix, Y, n, m, alpha, iter)

Functia gradient_ descent calculeaza, folosind tehnica gradientului descendent, coeficientii 64, ... ,0,, €
R dupé efectuarea celor iter pasi. Ca mai sus, 6y = 0 (il considerdm 0).

De asemenea, vectorul de predictori (¥ reprezinta linia i din matricea FeatureMatriz.

Considerati aceasta aproximatie inititala: 6, = 0,0, =0,...,6, =0.

Aceastd functie se va testa folosind setul de date din fisierul .csv (existd functii Octave pentru a parsa,
cu usurintd, astfel de fisiere).

e function [Theta] = normal_equation (FeaturesMatrix, Y, tol, iter)
Functia normal_ equation calculeaza, cu ajutorul metodei gradientului conjugat, coeficientii
01,...,0, € R. De asemenea, 0y = 0.

Aceasta functie trebuie sa returneze un vector Theta cu toti coeficientii calculati.
Daca matricea sistemului nu este pozitiv definita, atunci Theta o sa stocheze doar valori de 0 si o
s fie returnat direct. Se garanteaza faptul ci iter va fi ales in mod corespunzator.

e function [Error] = lasso_regression_cost_function(Theta, Y, FeMatrix, lambda)
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Functia lasso_regression_ cost_function implementeaza functia de cost, asa cum a fost descrisa in
sectiunea teoretica, folosind cei doi vectori, o matrice si un scalar de la intrare:

— Theta, care reprezintd un vector coloana format din coeficientii 64,...,0, € R.

— FeMatrix, care reprezintd o matrice ce retine valorile unor predictori (adica o linie i din aceasta
matrice reprezinta x(*) descris in suportul teoretic).

— Y, care reprezinta un vector coloana ce contine valorile actuale, adici iesirile ce au un anumit
ordin.

— )\, care reprezinta parametrul ce controleazia regularizarea.

Pentru simplificarea implementarii, puteti omite termenul care indica eroarea din cadrul functiei

he(x), iar Oy il puteti considera 0.
Se garanteaza faptul ca dimensiunile argumentelor sunt compatibile pentru a prelucra functia de cost.

e function [Error] = ridge_regression_cost_function (Theta, Y, FeMatrix, lambda)

Functia ridge_regression_ cost_ function implementeazad functia de cost, asa cum a fost descrisd in
sectiunea teoretica, folosind cei doi vectori, o matrice si un scalar de la intrare:

— Theta, care reprezintd un vector coloana format din coeficientii 64,...,0, € R.
— FeMatrix, care reprezintd o matrice ce retine valorile unor predictori (adicd o linie i din aceasta
matrice reprezintd (¥ descris in suportul teoretic).
— Y, care reprezinta un vector coloana ce contine valorile actuale, adica iesirile ce au un anumit
ordin.
— ), care reprezinta parametrul ce controleazi regularizarea.
Pentru simplificarea implementarii, puteti omite termenul care indicd eroarea din cadrul functiei
he(x), iar Oy il puteti considera 0.
Se garanteaza faptul ca dimensiunile argumentelor sunt compatibile pentru a prelucra functia de cost.
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3 MNIST 101 (40p)

3.1 Enunt

Trecand prin periplul sau prin algoritmi numerici si predictie cu ajutorul regresiei liniare, Mihai face un
ultim pas pentru o introducere completa in invitarea supervizata. Foarte captivat de regresia liniara, el se
intreaba cum ar putea adapta algoritmul si metodele de optimizare deja cunoscute pentru regresia liniara
pentru a le putea folosi si la alt gen de probleme, cum ar fi problemele de clasificare.

Astfel, task-ul pe care si-1 propune este si clasifice poze continand cifre zecimale scrise de mana (de la
0 la 9) folosind un model de clasificare potrivit. Pentru ci este vorba despre o problemi de clasificare in
mai multe clase, clasificatorul ales de Mihai este o mica retea neurald care are un strat de input cu 400 de
unitati neuronale (valorile pixelilor unei poze de dimensiune 20 x 20), un strat de output cu 10 unitati (cate
una pentru fiecare clasd) si un strat ascuns, cu un numér intermediar de unititi neuronale (25 de unititi),
folosit pentru a creste complexitatea si deci si performanta modelului de clasificare.

000 0000Qa2@2p0OO0CZ 0 OO0O
vy vy v 7220720V
2d2L2AIIF 222222122224
3333333532333 3333
H¥ 4449 49 #Fv4dd4\NdH
5558535 S$S5S 5595558554579
b 66 bLGobLbbbaceédb6teol
T79777771707T2YN 2% 777
¥ 3 8 %8P ¢ B PYT &L B
7199999%1919%499499 9

Figura 10: Cateva exemple din dataset-ul MNIST

3.2 Referinte teoretice
3.2.1 Adaptare a regresiei liniare: regresia logistica

Principiul de baza prin care se realizau predictii cu ajutorul regresiei liniare era faptul ca rezultatul dorit
reprezenta o combinatie liniard a unui set de parametri dati (features - ati intalnit deja cateva exemple de
features in cadrul celei de-a doua parti a temei). Astfel, un model similar poate fi folosit si pentru clasificarea
datelor primite intr-un numdér finit de clase.

S& ludm mai intdi o problemé foarte simplad de clasificare in doué clase. O problema de clasificare cu
doud clase are drept date de intrare un vector de parametri (la fel ca la regresia liniard), impreund cu un
rezultat, reprezentat de un label (o etichetd). In cazul clasificarii binare, acest label poate avea valorile
y € {0,1}. Inca din acest pas observam ineficienta aplicirii regresiei liniare pentru o problems de clasificare:
regresia liniard poate da drept rezultat (valoare prezisd) orice numar real (pozitiv sau negativ), un rezultat
nepotrivit pentru predictia noastra in doar 2 clase.

Din acest motiv, avem nevoie de o metodd (o neliniaritate) prin care si mapam rezultatul obtinut in
urma combinatiei liniare in intervalul [0, 1]. Acesta este motivul pentru care, in loc de binecunoscuta ipoteza
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he(x) = 8T x si utilizém o ipotezd modificata, de forma
he = o (67 x)

unde o : R — [0, 1] este neliniaritatea amintitd anterior. De obicei, se alege functia sigmoid pentru maparea
dorita, adica functia:

1
Cl4e®

() 3)

In figura de mai jos, aveti graficul functiei sigmoid, in care se evidentiaza rolul acesteia de a mapa orice
rezultat real in intervalul [0, 1]:

=

0.5

1

Figura 11: Graficul functiei sigmoid o(z) = 7=

Avand acum o noud formi a ipotezei noastre, trebuie si redefinim si functia de cost (loss function) care
va trebui sd fie optimizati, Intruct eroarea patraticd (in termeni de normé 2 — cele mai mici patrate) este
insuficientd. Ne dorim ca un model neantrenat si aiba o eroare mare daci valoarea ipotezei de regresie difera
semnificativ fatd de valoarea efectiva a clasei in care un exemplu este incadrat. De aceea, s-a introdus o
noua functie de cost, al cérei rol este sa evidentieze acest caz extrem, numita cross-entropy:

cost; = —y® - log [hg (:c(i)” —(1—y9) - log {1 — he (m(i))}

Functia de cost (pe toate exemplele de training) devine:
1 & 1 & . , ; ,
J(0) = ol ;costi = ; {fy(l) -log [hg (m(l)ﬂ -(1- y(l)) -log [1 — hg (:c(l))} }

Pentru acest caz, putem aplica tehnicile de optimizare a functiei de cost cunoscute deja din sectiunea
anterioard a temei (Gradient Descent si o forma modificatd de Gradient Conjugat), obtinAnd un model
cu performante foarte bune pentru task-uri simple de clasificare.

3.2.2 Neajunsurile regresiei logistice

Regresia logistica este o tehnica de invatare supervizata foarte buna atunci cadnd avem de-a face cu
probleme simple de clasificare (numirul de features este mic). Cu toate acestea, are unele neajunsuri, dintre
care meritd mentionate urmatoarele:
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e Regresia logistica clasica nu se poate extinde usor la mai mult de 2 clase. Extinderea problemei de
clasificare necesita cite un model particular pentru fiecare clasd introduséa (one vs all classification);

e Regresia logisticd nu scaleaza la probleme de clasificare mai complexe, cum ar fi probleme specifice din
zona de Computer Vision (identificarea obiectelor si procesarea imaginilor). Pentru astfel de probleme,
este necesari utilizarea unor clasificatori mai complecsi.

3.2.3 Extinderea de la regresia logistica la o retea neurali. Perceptronul

Regresia logisticd poate fi privitd ca o retea, asa cum este prezentat in figura de mai jos. In reteaua
data, componentele noastre sunt reprezentate de:

e Nodurile retelei, numite si neuroni;

e Legaturile intre nodurile retelei. Acestea semnifica contributia (cu o anumiti pondere'3) a respec-
tivului perceptron pentru calcularea valorii unui neuron din urmaétorul strat;

e Functia de activare, care reprezinta o neliniaritate. Cele mai uzuale functii de activare sunt sigmoid
(prezentat anterior), Rectified Linear Unit (ReLU) si tangenta hiperbolica. In cazul nostru, vom analiza
strict cazul in care functia de activare este sigmoid;

e Pentru modelul de mai jos, avem un anumit numar de unitati neuronale de intrare si o singura unitate
de iesire, corespunzatoare clasei din care va face parte.

Inputs  Weights Net input Octivation
function function

output

Figura 12: Perceptronul

Acest design poate fi extins prin includerea unor unitati neuronale intermediare, care si formeze un
strat ascuns'® si prin marirea numérului de unititi neuronale de iesire, corespunzator numarului de clase
ale clasificatorului nostru. Astfel, am obtinut o retea neuronald conectata'®.

O retea neuronald poate avea oricite straturi ascunse, insa in cadrul acestui task noi vom folosi o
arhitectura care are un singur strat ascuns, ca in figura urmitoare.

13
1
1

en. weight
den. hidden layer
Sen. fully-connected neural network
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D —r 2@ —eMg)  B) — 924>
(add ay))  4(2) = (2 a® = g(2®) = hy(x)

(add a:f])

Input Layer Hidden Layer Output Layer

Figura 13: Arhitectura retelei neurale folosite

Marimile ce apar intr-o retea neurald descrisd de arhitectura de mai sus sunt:

e Cele trei straturi existente (denumite in literatura de specialitate input layer, hidden layer si output
layer) au dimensiunile s1, $2, s3 € N. Dimensiunea unui layer este reprezentatd de numérul de neuroni
din acel strat;

e Numairul de clase finale (care este egal cu numirul de neuroni din stratul de output) se noteazi cu
K e N;

e Fiecare neuron dintr-un strat este caracterizat de o marime, numita activare. Activarile pentru layer-
ul de input sunt chiar datele de intrare in reteaua neurala (in cazul nostru, vor fi 400 de pixeli ai unor
poze 20 x 20). Pentru layer-ul de output, activarile sunt chiar predictiile noastre (layer-ul de output
va avea 10 unitdti neuronale). Pentru layer-ul intermediar (hidden) si pentru cel de output, activirile
vor fi determinate in functie de toate activirile neuronilor din layer-ul anterior (de aici si notiunea de
fully-connected);

e Pentru trecerea de la un layer la altul, vom utiliza o serie de parametri care alcatuiesc doud matrice,
O ¢ Rs2x(s1+1) ¢j @2) ¢ Rssx(s2+1)

3.2.4 Predictie. Forward propagation

Predictia clasei din care face parte un anumit exemplu este un procedeu efectuat atét in etapa de
antrenare a modelului, cat si in etapa de testare (dupd antrenare). In cazul retelei neurale, procedeul prin
care se realizeazd determinarea activarilor neuronilor din layer-ul intermediar si determinarea predictiilor
finale se numeste forward propagation. Acest procedeu are urmatorii pasi:

e Fie (w(i), y(i)) un exemplu din dataset-ul de antrenare, unde (*) reprezinta datele de intrare in reteaua
neurald si y(¥) reprezinta clasa din care face parte exemplul dat;
e Se construieste vectorul activarilor neuronilor din layer-ul de input din datele de intrare, la care se

adaugd o unitate (bias):
1
(1) = .
o= [eh]
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Se aplicd prima transformare liniara, datd de matricea ©(1)| si se obtine un vector z(?) al rezultatelor
intermediare (pre-activiri).

22 — o). o

e Se aplicd functia de activare (In cazul nostru, functia sigmoid — ec. 3). Functia de activare va fi
implementata vectorizat, rezultatul aplicirii acesteia pe un tablou fiind aplicarea functiei sigmoid pe
fiecare element din acel tablou.

a? =g (z@))

e Se adaugd o unitate la inceputul vectorului activarilor (pentru bias):

1
@ _
o = ot

e Se aplicd si cea de-a doua transformare liniara, astfel:

23 — 9@ . 4@

e Se aplicd, din nou, functia de activare (sigmoid):

a® =¢ (z(?)))

e Aflandu-ne in contextul ultimului layer, nu mai addugdm unitatea pentru bias, iar activirile obtinute
vor reprezenta predictiile noastre pentru clasele propuse.

In cazul concret al task-ului nostru, vom obtine un vector de 10 predictii, fiecare element reprezentand
o predictie (similaritate) a exemplului dat cu una dintre cele 10 clase disponibile.

3.2.5 Determinarea gradientilor. Backpropagation

La fel cum am observat la regresia liniara, orice model de invatare are nevoie de o modalitate prin care
sa isi optimizeze (in acest caz, minimizeze) functia de cost prin ajustarea parametrilor sai.

Pentru inceput, s scriem functia de cost pentru o retea neurald. Aceasta functie de cost reprezinta o
generalizare a functiei de cost pentru regresie logistica si se bazeazi, de asemenea, pe cross entropy.

Inainte de a va furniza formula, clarificim ca:

e O este o matrice, ©(1) ¢ Rs2x(s1+1);

e O este o matrice, ©(2) ¢ Rssx(s2+1,

e 0 cste un vector, 6 € Re2(s1+1)+s3:(s241) g yeprezintd vectorul care contine toate elementele din cele
2 matrice, in mod desfasurat.

0= &S e = L 53 (0t a),] - (1) e 10 (),
s1+1 s s2+1 s3
! ﬁ j=2 k=1 (91(613)2 ! ]Z; kz::l (61(623)2

A se observa ci, la fel ca la regresie liniara, nu am regularizat si ponderile corespunzitoare activarilor
constante (biases).
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Daca la regresie liniara ajustarea parametrilor se putea realiza cu ajutorul gradientilor determinati
analitic (sub forma derivatelor partiale ale functiei de cost), in cazul retelelor neurale acest lucru nu mai este
posibil direct, intrucat o expresie analitica a gradientilor este foarte dificil de obtinut.

Cu toate acestea, putem folosi un algoritm cu ajutorul caruia s determindm gradientii pentru fiecare
parametru al modelului. Acest algoritm se numeste backpropagation.

Algoritmul de backpropagation se bazeazd pe solutionarea gradientilor prin intermediul determinrii
erorilor de activare. Concret, si presupunem ca tocmai am realizat forward propagation pentru a deter-
mina predictiile exemplului de antrenament curent pentru fiecare clasa. Atunci, putem defini eroarea care
a aparut in activarea din layer-ul [, in neuronul de indice k, notata cu 5,(!). De asemenea, vom mai pastra
matricele A si AP de aceleasi dimensiuni cu matricele @) si ©) in care vom acumula gradientii
parametrilor retelei.

Pe scurt, pasii pentru algoritmul de backpropagation sunt:

e Determinam eroarea in layer-ul de output:

5B = ) — 4
e Putem acumula gradientii pentru parametrii care fac trecerea de la layer-ul intermediar la layer-ul de

output, folosind formula:
AP = A® 4 56) . (o@NHT

e Pentru determinarea erorii in layer-ul intermediar, folosim formula:
6@ = (O@N)T§B) o' (2D)

unde ¢’ este derivata functiei de activare sigmoid, avem adevarata relatia o’(z) = o(x) - (1 —o(z)). De
asemenea, operatorul .x reprezintd produsul Hadamard a doud tablouri (produsul elementwise). Hint:
ca notd de implementare, puteti folosi direct activarea calculatd anterior, iar din primul termen al
operatiei .x puteti elimina prima components (contributia la eroarea unititii de bias). In caz contrar,
puteti obtine o eroare de tip dimension mismatch.

e Elimindm prima componenti din §(2) (aceasta este componenta pentru bias, acolo unde nu are sens si
calculdm o eroare in valoarea activarii).

e Acumuldm gradientii si pentru parametrii care fac trecerea de la layer-ul de input la cel intermediar:

AW = AD 4 5@ (T

e Dupi ce am realizat acumularea gradientilor pentru toate exemplele de antrenament, putem imparti
la numarul exemplelor de antrenament:

e La final, putem adiuga si termenul corespunzitor regularizirii (numai pentru j > 1, pentru j = 1
formula anterioara ramane valabila):
0J(©) 1

9J©) _ 1 @
900 m Ayt
()

A

m

0
ol

Avand la dispozitie acum gradientii si valoarea functiei de cost, putem realiza optimizarea functiei de cost
prin Gradient Descent sau Gradient Conjugat.
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3.2.6 Initializarea parametrilor

In cazul retelelor neurale, initializarea parametrilor (elementelor matricelor) cu valori nule nu este
posibild (avem simetrie si vom obtine o simetrie in ceea ce priveste clasificarea exemplului nostru in diversele
clase disponibile). De asemenea, initializarea cu zero a parametrilor duce la anularea gradientilor (reteaua
neurald este incapabild si invete), o problema care in Deep Learning se numeste Vanishing Gradient Problem.
Puteti citi mai multe despre aceasta problema aici.

Solutia este initializarea parametrilor cu valori aleatoare, din intervalul (—e,€). Empiric, s-a constatat ci o
valoare potrivitd pentru € este datd de urmétoarea formula:

Vs
vV Lpre’u + Lnewt

€0 =

3.3 Cerinte
Avand in vedere referintele teoretice, aveti de implementat urmatoarele functii:

e function [X, y] = load_dataset (path)
Functia load_ dataset primeste o cale relativa la un fisier .mat si incarcd in memorie acel fisier, re-
turnand matricea care contine exemplele folosite pentru training si pentru test. Liniile matricei X vor
reprezenta exemplele de date.

e function [X_train, y_train, X_test, y_test] = split_dataset (X, y, percent)
Functia split_ dataset primeste un dataset, asa cum a fost el returnat de functia anterioard (training
examples, impreund cu labels) si imparte setul de date in 2 seturi: un set de training si un set de test,
ambele reprezentate printr-o matrice de features si un vector de clase. Impartirea pe cele 2 seturi se va
face astfel: se amesteca exemplele, iar apoi o fractiune egala cu parametrul percent din exemplele date
in dataset va fi addugata in setul de training (valorile de retur X;rain si y;rain), iar restul exemplelor
vor fi plasate in setul de test.

e function [matrix] = initialize_weights(L_prev, L_next)
Functia initialize weights primeste dimensiunile (numérul de neuroni) celor 2 straturi intre care se
aplica transformarea liniard si intoarce o matrice cu elemente aleatoare din intervalul (—¢, €), conform
precizarilor din referinte.

e function [J, grad] = cost_function(params, X, y, lambda, input_layer_size,
hidden_layer_size, output_layer_size)
Functia cost_ function primeste urmatorii parametri:

— params reprezintd un vector coloand care contine toate valorile ponderilor (weights) din matricele
0 si @), Cu alte cuvinte, folosind elementele din acest vector si dimensiunile straturilor putem
construi matricele pentru transformarile liniare. Hint: reshape.

— X reprezintd multimea exemplelor de training, fara labels asociate (feature matrix).

— y reprezinta label-urile asociate exemplelor de mai sus.

— input_layer size reprezinta dimensiunea stratului de input.

— hidden_ layer _size reprezintd dimensiunea stratului intermediar/ascuns.

— output_layer size reprezintd dimensiunea stratului final (care este egal cu numirul de clase).

Functia returneaza un vector de aceeasi dimensiune cu parametrul params, obtinut prin desfasurarea
(unrolling) matricelor in care calculim gradientii dupa aplicarea algoritmului de backpropagation, si J,
care reprezinta functia de cost pentru valoarea momentani a parametrilor.
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e function [classes] = predict_classes (X, weights, input_layer_size,
hidden_layer_size, output_layer_size)
Functia primeste un set de exemple de test si vectorul pentru weights, precum si dimensiunile layerelor
retelei si intoarce un vector cu toate predictiile pentru exemplele date din setul de test.
Hint: forward propagation

3.3.1 Restrictii si precizari

e In dataset-ul folosit, pentru clasa corespunzitoare cifrei 0 s-a folosit label-ul 10, tocmai pentru ca
label-urile sa fie conforme cu indexarea din GNU Octave.

e In cazul linear /logistic regression, rezultatul ipotezei era o valoare numericd, dupd caz (pentru linear
regression putea fi orice numaér real, pentru logistic regression putea fi orice numér cuprins intre 0 si 1,
din cauza functiei sigmoid). In cazul unei retele neurale, ipoteza va da un vector din RowtPut_layer_size
intrucat reteaua neurald da probabilitiati de apartenentd pentru un exemplu la fiecare dintre cele
output layer size = 10 clase existente. Observati insa ca rezultatul retelei neurale este un vector
de probabilitati. Acestui vector de probabilitdti trebuie sd ii asociem un label (corespunzitor clasei
de care apartine, acesta va fi indexul celei mai mari probabilitati). Pentru a determina erorile
si functia de cost, se procedeaza invers: fiecare label din vectorul y va fi jexpandat” la un vector de
output_layer size = 10 elemente, element al bazei canonice (are un singur 1 si 0 in rest).

e Adiugarea coloanei de 1 la matricea X are loc in partea de forward propagation. In practici, aceasta
poate fi si addugatd de la inceput, insi testele (cele de load) nu adaugid coloana de 1 la matricea X,
acest lucru realizandu-se in functiile cost _ function si in predict classes.
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4 Regulament

Regulamentul general al temelor se giseste pe platforma Moodle (Temele de casid). V& rugam si 1l cititi
integral inainte de continua cu regulile specifice acestei teme.

4.1 Arhiva

Solutia temei se va trimite ca o arhivd zip. Numele arhivei trebuie sa fie de forma
Grupa NumePrenume TemaX.zip-exemplu: 311CA_Alexandru-Mihai-TIulianBuzea_Temal.zip.

Arhiva temei trebuie si contind doar cele 3 directoare continand fisierele sursd (markov — is — coming,
linear — regression si mnist — 101) impreuna cu fisierul README/README.md.

Numele si extensiile figierelor auxiliare create de voi NU trebuie si contind spatii sau majuscule, cu
exceptia fisierului README (care este are nume scris cu majuscule si poate avea extensia md, in cazul in
care optati pentru formatul Markdown).

Nerespectarea oricarei reguli din sectiunea Arhiva aduce un punctaj NUL pe tema.

4.2 Punctaj
Distribuirea punctajului:

e Markov is coming: 40p

e Problema 2: 40p

e Problema 3: 40p

e Modularizare, claritatea codului si explicatiile din README(.md): 10p

ATENTIE! Punctajul maxim pe tema este 100p. Acesta reprezinta 1p din nota finala la aceasta
materie. La aceastd temd se pot obtine pand la 130p (existd un bonus de 30p), adicd un punctaj maxim de
1.3p din nota finala.

4.2.1 Reguli si precizari

e Punctajul pe teste este cel acordat de scriptul de checker.py, rulat pe VMChecker. Echipa de corectare
isi rezervd dreptul de a depuncta pentru orice incercare de a trece testele fraudulos (de exemplu prin
hardcodare).

e Punctajul pe calitatea explicatiilor si a codului se acorda in mai multe etape:

— Codul sursi trebuie si fie Insotit de un fisier README(.md) care trebuie si contind informatiile
utile pentru intelegerea functionalitatii, modului de implementare si utilizare a solutiilor cerute.
Acesta evalueazi, de asemenea, abilitatea voastra de a documenta complet si concis programele pe
care le produceti si va fi evaluat de citre echipa de asistenti. In functie de calitatea documentatiei,
se vor aplica depunctari sau bonusuri.

— La corectarea manuala se va acorda un punctaj de maximum 10 puncte pentru modularizare,
claritatea explicatiilor din README si coding style.

— Deprinderea de a scrie cod sursi de calitate, este un obiectiv important al materiei. Sursele
greu de inteles, modularizate neadecvat sau care prezinta hardcodéri care pot afecta semnificativ
mentenabilitatea programului cerut, pot fi depunctate aditional.
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4.3

— In aceasti etapa se pot aplica depunctiri mai mari de 30p.

— Desi nu impunem un anumit standard de coding style, ne asteptdm sa intalnim cod lizibil, doc-
umentat corespunzitor. Erorile grave de coding style (cod ilizibil, variabile denumite nesugestiv,
hardcodarea sau lipsa comentariilor de orice fel) vor fi depunctate corespunzitor.

Alte precizari

Implementarea se va face in limbajul GNU Octave, iar tema testati DOAR intr-un mediu LINUX.
Nerespectarea acestor reguli aduce un punctaj NUL.

Tema trebuie trimisa sub forma unei arhive pe site-ul cursului curs.upb.ro si pe VM Checker, in sectiunea
dedicatd materiei (aici)

Tema poate fi submisa de oricate ori fara depunctari pana la deadline. Mai multe detalii se gésesc in
regulamentul de pe ocw.

Ultima tema submisd pe vmchecker poate fi rulata de citre responsabili de mai multe ori in vederea
verificarii faptului ca nu aveti buguri in sursi. V& recomandam si verificati local tema de mai multe
ori pentru a verifica cd punctajul este mereu acelasi, apoi sa incarcati tema.

Temele vor fi testate antiplagiat. Este interzisd publicarea pe forum si in orice spatiu public (GitHub) a
intregului cod sau a unor portiuni din cod care reprezinta solutii la task-urile propuse. Nu este permisa
colaborarea de orice fel in vederea realizarii temelor de casa. Solutiile care nu respecta aceste criterii
vor fi punctate cu 0 (zero) puncte.

Preluarea de cod din resurse publice este permisad doar in contextul mentionarii sursei in comentarii si
in README;, cu exceptia resurselor care reprezinté rezolvari directe ale task-urilor din tema. Solutiile
care nu respectd aceste criterii vor fi punctate cu 0 (zero) puncte.

Este interzisa folosirea ChatGPT sau a oricirei forma de LLM in rezolvarea temei de casa. Solutiile
care nu respectd acest criteriu vor fi punctate cu 0 (zero) puncte.
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